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\ 



MONSIEUR LE MARQUIS, 



AvANT qu'on 6tablit au D6p6tde la Guerre, une 
£cole sp^iale de G^od^ie et de Topographie, j'a- 
vaispens6 qu'un ouvrage oti la Science geod^ique 
serait mise k 1'usage des Ing^nieurs-G^ographes , 
ne pourrait Inanquer d'6tre utile; c'est ce qui 
m'engagea k publier la premiere Mition de ce 
Trait^. Depuis, les ^v^nemens ont favoris^ les pro- 



gr^ de ceite science, le Gouvemement lui a pori6 
un int^r^t toujours croissant, les secours qu'elle 
oflfre k la G^ographie ont 6t6 mieux reconnusj et 
c'est pour profiter de cesavantages, querevenant 
fiujourd'hui sur mon premier essai, j'ai cru de- 
voir envisager la G^od&ie sous un point de vue 
plus g^n^ral. 

Mon travail se rattache k ces hautes questions 
relatives k la figure de la Terre, sur lesquelles 
votre g^nie s'est exerc6 avec un si 6tonnant suc- 
c^. Si je n'ai pu entrer dans toutes les consid^- 
rations profondes qu'elles me pr^ntaient, j'ai 
tAc\i6 du moins d'embrasser tout ce qui a rapport 
aux grandes op^rations g6od^siques,afin qu'on pi!lt 
en comparer les r^ultats avec les formules nou- 
vellesdont vous venezd'enrichir encore la Science. 

Cet Ouvrage ^tant destin^ k compl^ter Finstruc- 
tion des fil^ves de l^ficole Polytechnique qui sont 
admis k l'ficole d'Application des Ing^nieurs-G6o- 
graphes, j'ai fait tous mes effovis pourqu'il atteignit 
ce but. J'ai ^t^ soutenu constamment par le d^sir 
«t Fespoir d'en rendre rhommage digne de vous* 



L. PUISSANT. 
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AVANT-PROPOS. 



La Topographie d^un grand^tat^ fond^ sur des proc6d^s 
trigonom^triques et astronomiques , remonte a 1'^poque oh 
rillustre Cassini couQUt et executa le vaste projet d'une Carte 
de la France; et cette oeuvre, qui m6rite encore k beaucoup 
de titres^Festime dont elle jouit g^u^ralement ^ aservipen<^ 
dant long-tems de modMe aux autres nations. Mais Fop^- 
ration k jamais m^morable ^ ex^cutee de nos jourspar deux 
de nos Astronomes c^l^bres^ pour la d^termination de l'u- 
nit6 fondamentale de notre sjsteme des poids et mesures^ a 
donn^ lieu k de nouvelles mi^tbodes d'observation et de cal- 
cul qui ont fait changer de face a la science g^odesique, et 
influ^ m^me sur les progr^s de la Topograpbie. Cette heu- 
reuse r^volution^ suite naturelle de finvention ducercle r6- 
p^titeur de Borda et des travaux de M. Delambre^ s'est^ten*- 
due sur toute PEurope savante, et p6n^tre dejji dans les 
autres parties du monde civilis^. 

Quoique dans Vespace de plus de vingt ans^ lecorps des 
Ing^nieiirs-G^ographes militaires ait recueilli^ dans lespays 
qui se trouvaient sous la domination- fran^aise , une masse 
consid^rable d'^l^mens g^od^siques^ et forme une des plus in- 
teressantes coUections deCartes topographiques qui existent, 
cependant le D^pot de la Guerre,pouraccroilre ses richesses 
ence genre, m6ditait le projet d'une nouvelle descriptioii 



Tiij AVANT.PROPOS. 
g^om^trique ct topographique du Royaume^ ayant pour 
fondement la ni^ridietine de Dtinkej^que. II avait^ dans ce but, 
fiignal^ plusieurs fois a rautorite superieure les imperfections 
de la Carte de Cassini , et fait commencer, sous les auspices 
du Bureau des Longitudes , quelques op^rations pr^limi- 
oaires sur la perpeDdiculaire de Brest a Strasbourg, ainsi que 
sur le parallfele qui devait lier le Mont-Blanc a k Meridienne, 
et nous faire connaitre la veritable position g^ographique 
de cette haute sommit^ des Alpes. Mais il etait r^serv6 a 
M. le Marquis de Laplace de fixer definitivement Fattentioii 
du Gouvernement sur cet objet, de donner k la G^odesie 
un degr^ d'interet qu'elle n^avait pas encore re^u. Ainsi , 
gckce k rinfluence de ce savant illustre, Ton poss^dera dans 
peu d'annees une nouvelle Carte de la jPrance^ utile k toMs 
les services pubiics , et dont Fex^cution r^pondra aux pro- 
gr^s des lumiferes du sihde. 

Le d^sir bien naturel de profiter d^une circonstance aussi 
favorable pour propager les meilleures doctrines g^od^siques 
parmi de jeunes olEciers appel6s a cooperer k la grande tri- 
angulation du royaume, dont les r^sultats repandront sans 
doute de nouvelles lumi^res sur la question d^licate de la 
figure de la Terre, m'a fait naitre Pid^ de refondre en en- 
tier mon Traite de G^odesie^ afin d'en mieus: coordonner 
toutes les parties^ et de le rendre plus methodique et plus 
complet. 

Mes travaux g^odesiques et mes le^ons a rfkx)le d^Appli- 
xation des Ing^nieurs-G^ographes , m'ont mis k m6me de 
*faire un grand nombre d^observations utiles, d'approfondir 
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AVANT-PROPOS. 
^Urers points importans de la science^ et de remplir aveo 
plus de facilit^ que je n^aurais pu le fidre sans cela , le cadre 
assez ^tendu que je me suis trac^. Neanmoins Fexpositioii 
du Systfeme du Monde^ la M^canique c61este , les ouvrage» 
de M. Delambre, les M^moires de M. Legendre sur plusieurs ^ 
questions de haute G6od6sie, ceux de M, Poisson sur la 
theorie du pendule compos^ , m'ont procur6 les mat6riaux 
les plus precieux, et m'ont singuli^rement aid6 k reunir en 
corps de doctrine, et sous un point de vue nouveau, tout 
ce qui constitue la partie essentielle de la science de Plng^*- 
nieur-G6ographe, oudoit faire labase d'un Cadastre g^n^ral. 

L'analyse ^tant gen^ralement cultiv^ , je n'ai pas hesiti 
a en faire exclusiveihent usage dans ce Trait6 ; mais j'ai tou- 
jours t4ch6 de l^appliquer a vec simplicit6 et ^l^gance , et de 
lui ^viter le reproche qu'elle s'attire quelquefois de prendre 
les choses de trop haut. Enfin pour guider le calculateur qui 
pourrait n^^tre pas familiaris^ avec Pemploi des logarithmes 
et Fapplication des formules alg^briques, ou qui aurait perda 
de vue la th^orie, je me suis principalement attach^ k pr^senter 
avec clarte les tjpes de toutes^ les op^rations les plus im- 
portantes et les plus usuelles , et d'abr^ger les calculs k Taide 
d'un grand nombre de Tables. 

Cet Ouvrage est divis^ en six livres, Le premier, qui ren- 
ferme des notions de la sph^re et du mouvement des corps 
c^Iestea, sert d'introduction aux livres suivans. 

Le second livre rappelle les principes g^n^raux de la r6-,. 
«olutioa des triangles rectilignes et sph6riques , et fait con- 

h 
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naitre ha mojens de substituer^ dans quelques cas particu-^ 

liers , aux formules rigoureuses^ des s^ries k Faide desquelles 

on parvient aisement k rendre les r^kats num^riques plus 

exacts et plua ind^pendans de Perreur des tables de loga* 

rithmes. 

Le troisieme livre concerne les op^rations et les calculs 
g6odcsiques ; c'est-a-dire la mesure des angles et des bases 
les calculs des distances , des latitudes , longitudes et azimuts 
des points fondamentaux d'une Carte^ des diJ9<§rences de 
niveau, des surfaces. 

Le quatrifeme et le cinqui^me livre sont consacr^s k Fexpo- 
sition des m^thodes et des calculs astronomiques en usage 
en Geod^sie. Cette partie de mon travail comprend la d6- 
termination des longitudes terrestres. Vy d^montre d^une 
mani^re nouvelle, les formules que Lagrange a donn^s 
pour calculer les eclipses de Soleil et les occultations des 
etoiles par la Lune ; et apr^s leur avoir fait subir des trans-^ 
formations qui les rendent beaucoup plus propres au calcul 
num^rique^ je passe aux exemples. 

Enfin , le sixi^me livre a rapport aux questions les plua 
importantes sur la figure de la Terre, et k la d^terminadoo; 
des hauteurs par les mesures barom^triques. 

Tels sont les principaux objets qui entrent dans cet Ou- 
vrage. Quant k la th^orie des projections des Cartes, j'ai cru 
devoir rinserer dans le Trait6 de Topographie dont je pre- 
pare une seconde ^ditioar 



Digitized by 



TABLE ALPHABETIQUE 



DES MATIERES. 

{ Les chifl5:es Tomains mdiqaent le volame de cet Oavrage^ ttles chiffi^ 
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A BMiATro V, 1 , 34 ; (rormnles cP) , 11 , 63. 
jichromatufuet (Infiettet) , 1, i44t ^ > ^ 
jiiret eo meftnre des sarCicet, I, 3^. 
~-> d'nDe ztsK •pkc'riqiie , 1, 33o. 

— d'ane ztae «pheroidi^iiev 1 , 33a. 
Alidades du cercle rip^iUeur^ 1, i43< 
Ahnicantarats , \, af. 
Ampiitude (ortive, occaiAlc) ,1,9. 

— d'an arc cemstre , I, 317. 

«— - det oecillatioos da pendnle; jont fwwitnes 
dans le vide , nsaas diBiBiieiit dans «1 miliea 
r^stant, n, S03. 

AngU hermiire » I , iS. 

—de Im. verticale atve ie ruyoHf i, %5rj^ U, 45. 

— au ^entre; c^est ctlni <pi'oa ob a cne 
centre m^me d^nn signd , i , iSa. 

«~4l0 direction; sert ponr n^iie on angle de 
position Au centre dn signal, i, i83. 

•«i— de positieni c'est oelni qn'oa ofaserve fvte 
d^nn signal dont lc ceBtrc cst inacoessible , i, 
iBb. 

Annie (sid^cale, trop^nie, aai w iiiiti nn o) , I, 14. 

— (ciyile , Jalieme)., i, u6. 
Anomalie (Traie, moyenne) ,1, i3. 
Aphilie, I, aa. 

Aplmiieeement om diipttcittf dela Terre , I, 359; 



Baromitre; sa th^oric et son nsage ponr me- 
snrer les hantenrs, II, 344* TaUe ponr SToir 
^gard kim dcpression dn ■Mrcnre , doe k TtC' 
tion caplUaire , II , 356. 

^ase; *instramens ^oi serreot pcmr mesorer les 
iMses , l , ig6 et ao3 ; redactions dont eiles sont 
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sa Talear d^duite dec naeswcs gM^sifnes, X» 
978^ il, a48; sc«nlcar d^niie dea obscrvjk* 

tions du peadalc , il^ 339. 
Apogee, i, 10. 
Apsidetf I, lo. 

Arc (seni-diarnc, semi-voetnnie) » 1 , 5. 

Arc de mdndiem; fonBnics pooriVvsiMr, I, 

375 et3i6. 

— de paralUle; for mnlesponr r^alner, 1, 3ao. 
Ascension droite d'un nstre, I, 8. 

— mojenne , I , i3. 

Ascension (!') droite apparente d'nne ^toile est 
lc lems sld^ral de son passagc au m^ridien, 11 ^ 
79- 

Axe du monde ,1,9. 

Axesdeia Terre; leurTaleitriiam^ftM, I, a8o« 
— — dc snspension, II , ago. 
Atimut d'un astrc, I, 9. 

— d'un signal; ddmronnation des azimutt pw 
les operations g<fodesiques., I, 3io et3i4* 

A*imutales (obsenrations) , il , iSo. 

parkSoleii, U, i55. 

-~ par la polaire , II^ 1S8. 

— — ^ Taide dn th^odolite r^titeor , 11, 164. 

— au moyen de l'instrument des passeges, II| 
rf57. 

susceptibles, ponr ies rcndm compunblcB, I, 

199 h ao3. 

Manicre la plus aTantageise ponr Caice dicparatts^ 
l'crrcnr entve nnc basc oaloulec et sa mesuce 
directe, II, a84* 



CaUndner Grdgorien, I, 16. 

Canevas trigonnmitrique y I , tls. 

Car^e topographique ; idec dc la maniice d'eii 

formerl» canev^as, I, i3a \ 137. 
Centrd d^osciUation ; sa propriet^, II 1 3i4- 
CwQles poUUres « 1 9 S^ 



Cercle rep4titeur de Borda \ sa dcMruptiom et 
ses usagcs, I, i^a*, II, 9«, -loS, ra^ , i5o. 

Champ d'une lunette,l , i44; II 9 

Chronom^tre on gardc-tems, 1S04 son nsagn 
ponrdeterBaitter les ioBgitudcs |;eogcaiduc|U(|^, 
U, 181. 
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CoeffieUnt de la r^fraction terrestre, I> 343> 
Collimation , (erveur de) I , i6i . 
Colur», 11,43. 
Comite, I, a et '44* 
Compensateur , U , loi ec i8a. 
Compteur, pendule qni sonnc et marqpe lc* 
•econdes, II, ii4« ^ 

PeelinaUon d'iin actre, I, 8. 

da SoUil , moyen de la dcterminer paur let 
tablcs attronomiqaes , If, 3 et 11. 
Degri; la 36o« partie dc la circoafercnce. 

du mcriilicn, I, 995. 
— dclongicude, I, 3g4> 
•iL— d*nn arc obliqnc , I , aSg. 
, d^nn arc pi-rpcndicnlaireaa mifridicB, 1, 289. 
Depression (angic dc) , I i56- 
Jhfference des nUridiens ou de iongitudc , I, ». 
de niveau ; formulct pour caiculer lct dif- 
ferencct de niyeair; i^, ea suppoaant la Terre 
. sph^rique, I, 354 i ^** ^ tupposantla Tene 
elliptiquc, I, 366. 

jfc/i;»5Cj(cakuldes), II, i65. 
j6eliptique, l, 6. 

J£llipso'ide de revolution ; son ^ation , I, 
a85. ETaluution de sa surface ct dc son tolume , 
II, 336 ct 337. 

JElUptieitd de la Terre (Yoyez Aplatissemeni). 

ilongation, I, 28.. 

]^quateur ,1,3. 

T^quation du centre, 1, i3i 

_ — du tems, I, i4> 
annuetie, i, 3o. 

_ des kauteurs correspondantes , II, 94« 
de la pendule , U, loo* 

JTtgurede la Terre, I, t8) m^thodcs gMesiqpes 
ponr la decermincr, I, 379; II, 342 k ago $ 
comment les obscrrations dn pcndole la font 

' conniittre , II I 337. ^ 

GSoddsie; son objel, I, i3!i. 

Crade, U loo* partia du quadrant; Talen» da 



Constante de la rSfraetion,mojm de la ditxt^ 

miner, II, i45. 
Constellations > I, 3 ; moxenadc les reconnaitre , 

11, «7. 

Convergence des meridiens , I, 3i4. 
Coordonaies d^un point trigonomctriqnc ; mi- 
thodes ponr les calcaler, I, a47* 

I 

D^tcrmination des differenccs dc niyean par ic 
conconrs des obsenrations gcod^siqucs et baro* 
m^triqnes, n, 357. 

Digressions dc la polaire ; font coniialcre ia lati' 
tude d'an lieu , II , i^s. 

Distanee au%init,l, i56. 

— de Vdquinoxe au Soleil, II, 8. 

Distances tinitales dct astret ; tcrrcnt ^ d^ter- 
mincr le temt, II, io5; la latitude, II, i36l 
Errenr dont ellet tont tusceptiblet ,11, i47> 

"—mdridiennes, II, lo^} correctibns dcs di- 
sunces observces pris du m^ridicn ,11 , ia4» 

• 

jtquinoxes, I, 6. 

jtquinoaiale (ligne)^ on ^naienr, I, 3. 

Etoile polaire ; son vsagc ponr dctenniacr la 
hanceur du p6Ie, II , la^ j ponr orienter un re.- 
scau irigonometriqne , II, i58. Onpeat rol^" 
a^Tcr de jonr avcc une forte laoetie. 

itoUes circompolaires , I, 4- 

'^figes, I, a. 

Evection, I, 39.- 

Exeentricit6 des iunattes , 1 , 17 1 . 

— de Porhe terrestre , II, 64, 

— — de la Terre; soo expression aaalydqDe,- 1^. 

a5S; sa ▼aleur nom^riqne, I, 377. 
Exekssphirique, 1» 118 ec.3a5. 
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Formules diffdrentielles trigonomdtriques; leor 
nsage cn Gcod^sie , 1 , 3aa k 337. / 
Fojrerdfune lunette, I, i45, II, 8a. 
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Sauteur du p6U, I, 33; mani&« de la d^iei^ 
I miner, 11, 134 2i 139* 

— d^un atcre ,1,8. 
— (apparenic, ▼i*ie) , I, »9. 
Bauteurs (d^termination des) par lct opcfrations 
< trigon9m^triqncs,I,35ofparkimc8arc8bafO» 

n^uiqiiies, Uj 344* 



grade du m^ridieo» 1 , 395 j da grade de iosgL- 
tude, 1,394. 
Gravit6 {yojet Pesanteur). 

Heure sidirale , I, 4* 

■ sotaire, I, 4* 
Horiton sensible , I , i > - 

— rationnel ,1,3; 
Horloge astronomique Irojn Pendule)'. 
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tndeXf oiilignec[«foi,I, 

InigaUUt (t^airet^ period^[iiet) ^ I ^38 ct 39. 



Interpolation (m^tho^ gtfn^alcs et ptrticn- 

Irradiation , U y.aoi. 
Itochrone, tl, ago. 



Awr i^d^ra/, I, 4 *t l5. 

vrai on astronomiqae ,1, 1 9. 

KdpUr; ^noAc^de let loiS| I, 3^^ 



Jonr duU, I, I9. 

— moyen , I, i5 et *5. 



K 
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Latitude tPun astre, I» 3 ; II , 10. 

du tSnit, II, 4^' 

geographique , 1 , 33. 
Latitudes (d^termimition dei) dei poiitts d*oil 
T^an trigonom^triqtfe , 1 , 397.' 

(obienraiiont et catcnk dei) , II, la^* 
LihratioH, I, 37. 
Uignedes dquinoxee, 1,7. 

dqidnoxiale, on equatenr ,1,3. 
^-■^giod^sique ; «et ^nationt , I , aSp \ U, 3l6 
et !i56. 

— > de niveauvrai, I, 35o. 
1^-*- ni$feau apparent ,1, 35o. 
lagnes dasphdroide terrestre enfonctiottde U 
latitade, I, 954 ^ ^7^* 

r ' • 

Mddiation, I, 3 {yojttpoint eulminant). 

Miridien, I, a. 

(le) terrf ttra ett nne conr1)e pTane tnr rellip- 
toide dereTolntion II, a55j ett une courbe k 
donUe conrbnre tur le tph^roide irr^ulier, 
H, a55. Fonnnletpour xectifier un arc dn m^ 
ridien terrettre , connaittant let latitndet de tea 
eztnSmii^tl, 979; comment on determine ton 
amplitnde qnand on connatt ta lon^nenr, 1, 
•184. 

Miridienne terrestre ; maniirede 1a d^termtner 
^par let op^ationa geodetiqnet, I , a4^ j II, 961« 

Mesure des angles , 1 , 148 et i56. 

M^hode det hauteurs eorrespondantes , JI, 
99 io5. 



Lois de K4pler, 1 , 38. 
Longitude e^teste ,1,8. 
— du -x^nit , II , 4^. 
— — mojrenne, I, i3. 

giocentrique , I, 91. 
— hiUocentrique, I , ar. 

terrestre, l, 99; difffrent mojeat ponr la 
d^terminer, II, 180. « 
Lune ; tet pbatet, 1 , 97. 

tetpriocipaletincgalit^, I, 99. 
LunetU d'^rewe , I, 148. 

aitronomiqtte i notiona tu tet effstt, 
80. 

''—des passagee, ion iim§e en G^od^e, II, 
187^ »79- 
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Jfadir, 1,9. 

Jfewton deconvre la loi <le Ja peiantenr nniTe^ 
telle , 1 , 37 , et en d^duit poar conMfquence 
que la Terie, dou^e d^un mou?ement de ro- 
lation , doit 4tre aplatie Tcrt let pdlet et reniUe 
▼ert l^^^teur , II , a^S» 

Jfiveau (iigne ctturface de), I, 35o. 
vrai, 1 , 35o. 

^^^apparent, I, 35o. 

(diSerence de), ooinneiit €a la d^ienBia«V 
I»357iil, 344. 



Mithode des hauteurs ahsolues , II, to5 & 11 5. 
-.^» des hauteurs ahsolues ( remarquettor la), 
II,ii5. 

des moindres quarres, appliqn^e anl me« 
turet g^odetiqnes , II , o^S j appliquee anz me« 
tuiet du pendnle, II, 338. 

Mitre; la diz-millionaiime partie dn qnart da 
m^idien; ta Taleur lidgale ett de 3 piedt 1 1 lignet 
in£t de rancicnne toite de TAcademie , prite U 
i3* dn thermomitre de Reaumur, 1 , 978. 
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LIVRE PREMIER. 

WOTIONS DE LA SPHfeRE ET DU MOUVEMENT DES 
CORPS CELESTES. 



CHAPITRE PREMIER. 

Du mouvement d^ime de la SpMre cdleste. 

1. L'oBSERVATEUR qui, pcndant unebelle nuit, contemplele ciel, 
con^oit tous les astres a la sur&ce d'une spfaire inunense, et a Pex- 
tremite des rayons qui partent de son oeil pris pour centre de cette 
sph^re. Vu la petitesse du rayon de notre globe a Fegard de celui 
de la sph^re celeste, Fobservateur se suppose en outre au centre 
m^me de la Terre, autour duquel tous les astres paraissent toumer; 
enfin^pour mieux connaitre leurs positions respectives, il les rap- 
porte a dif^rens cercles qull imagiae dans le ciel : voici ceux qu'il 
importe d'2d)ord de connaitre, 

IJfiorizon sensible ou apparent est le plan tangeot a la suriace 
de la Terre supposee spherique, et le poiut de contact est le lieu 
meme de robservatear. 



1. 



1 



4 traitM; DE G^OD^SIE- 

Vhorizon rationnel ou mathematique est le plan qui , passant par 
lc centre de la Terre, est parallele a rhomon sensible. La ligne joi- 
gnant le lieu de robservateur et ie centre de la Terre, et prolongee de 
part et d^autre dans ie ciel, est la verticale de ce lieuj enfin ie point 
de cette iigne qui repond au-dessus de i^observateur, est ie zenit, 
et le point oppose est ie nadir. 

Les astresse l^vent lorsqu*iis commcnceDt a paraitre al^horizon, 
et iis se couchent iorsqu'iis passent au dessous du pian de ce cercie. 

Pour expliquer le mouvement commun et diume des astres, il 
suffit d'attribuer a ia sphere ceieste un mouvement de rotatiou 
d'orient en occident autour d*une ligne, donties extremites sont ies 
pdles du monde : cette iigne qui passe par ie centre de ia Terre ou 
de ia sphere celeste, se nomme Vaxe du monde. 

Le poie eie ve sur notre horizon est ie pdle boreal ou septentrional, 
ou simplement nord; et ie pole oppose, qu'on imagine au-dessous 
de ce meme horizon, est ie pole austral ou meridional, ou simpie- 
ment sud. 

Le grand cercle passant par ie zenit et par lespdies, se nomme 
meridien. 

2. Les etoiles qui paraissent conserver entre elies la meme situa- 
tion, se nomment ^xes. Les astres, au contraire, qui cliangent de 
posilion les uns a Tegard des autres s'appelient planetes ou etoiles 
errantes. Depuis un tems immemoriai, on en connait sept, savoir : 
le Soleily la Lune, Mercure, Venus, Mars, Jupiter et Saturne, 
parce qu'on les aperQoit a ia vue simpie ; mais vers ia fin du siecle 
dernier et au commencement de celui-ci, les astronomes, aides de 
teiescopes, en ont decouvert cinq autres^ quisont Uranus, Ceres^ 
Pallas^ Jumn et yesta. 

On remarque p^arfois aussi une troisi^iDe espece d^astres : ce sont 
les eometes ou. astres ehevelus , qui ne se montrent que pendant ^ 
Qn certadn tems^ et qiii chaii^nt viaibiement de place a Tegard. 
des fixes. 

Lprsque les astronome» enrent acqiris une coDDflissaace exacte 
desmouvemens des corpscelestes, iIsappeKreDtaiix^teiDe»tjpZeiM<af . 
les astres qui font leur r^volution autour da Soleit, et design^rent 
par le nom de sateltiies ceux qui accorapagnent les plan^tes dana 
leur course, en tournant autour d'elie6. La LuDe, par exenople, est. 
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mftE PREMIER. s 
h satelfite de h Terre qai, en touraant sQr eHe-m£ine,&it sa rc-- 
volulion autour du Soleil. Nous expliquerons plus lom le sjstime 
planetaire. 

Quant aux etoiles fixes, dont le nombre est immense, on en a 
forme diflerens groupes , afin de les mieux reconnaitre. Chaque 
groope se nomme constellation. 

3. Les etoiles dispersees dans respace, et snpposees toutes aux 
confins de la sphere c^leste, decrivent donc chaque jour des cercles 
d'autant plus petits qtfelfes sont plus pr^s des p61es du monde. Lc 
plus grand de ces cercles est evidemment celui dont tous les points 
sont egalement distans des deux p61es : on le nomme eqmteur.Qmnl 
aux cercles parallMes a celui-ci , on les designe simplement sous le 
nom de paralleles. Les p61es du monde sont les p61es m6mes de 
Tequateur et de tous les paralleles. 

Uequateur partage la sur&ce de la sph^re en deux parties egales \ 
Tune forme Fhemisph^re septentrional , Fautre Phemisphere me- 
ridional. 

Des deux points ou Pequateur coupe Phorizon, Pun se nommo^ 
orient, c'estcelui ou se Kve une etoile qui decrit le premier cercle j 
Fautre se nomme occident, c'est le point ou la meme etoile se couche. 

Le meridien du lieu de Tobservateur coupe aussi Thorizon en deux 
points; Fun s^appelle sud, parce qu'il est du c6te ou se trouve le 
Soleil a midi par rapport a nous ^rautre, quilui est oppose, se nomme 
nord : ce$ quatre points se designent sous le nom commun de points 
cardinaux. Lorsqa'un astre est daus le meridien de robservateur^ 
il est a son point culminant, ou a sa plus grande hauteur au-dessus 
de rhorizon : ce point se nonune aussi mediation. 

4. A Faide d'nn quartde cercle a lunette, plac^exactement dans 
. lemeridien, et d^une excellente horloge ou pendule, on s^assure de 

Texistence des etoiles reellement fixes, et de runiformit^ du mouve* 
ment periodique du ciel. En efiet, si chaque fois qu^uneetoile passe 
a la m£me partie du meridien, Ton mesure aa hauteur angulaire 
au-dessus de Fhorizon , et si cette hauteur est toujours constante , on 
doit en conclure que Tetoile est fixe. En comptant dans ce cas , 
rheure, la minute et la seconde marquees par la pendule a TinStant 
de chaque passage an mcridien, Ton s'apercevra que Pintervalte 
de tems entre deux passages consocutifs ne varie jamais ; et es 
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repetant cette observation sur toute autre etoile fixe, onTerra qu« 
le nombre d^heures, de minutes et de secondes ecoulees depuis son 
passage au meridien jusqu'a sonretourau memepoint,n'a nullement 
change. Mais il n'est pas necessaire que la lunette soit precisement 
dans le plan du meridien ; elle peut ^tre placee dans un plan yerti- 
cal quelconque; rintervalle de tems entre deus: passages au fil 
de la iunette sera toujours le meme. Ainsi, il est constant que le 
mouvement de la sph^re celeste ou du premier mohile est uni- 
forme, et que les etoiles fixes decrivent joumellement des cercles 
de la sph^re dont les plans sont perpendiculaires a Taxe du monde. 

Tous les astronomes partagent en a4 heures le tems qui s'ecouIe 
entre deux passages consecuti& d'une etoile a la meme partie du 
meridien : cette duree se nomme, pour cette raison, jour sideral; 
et la a4* partie de ce tems s'appelle heure siderale. Uheure se 
divise en 60 minutes, la minute en 60 secondes, et ainsi de suite. 

II resulte de ce qui vient d'£tre dit, que tous les jours sideraux 
sont egaux, et que pour qu'une pendule soit reglee sur le tems 
sideral, il faut qu'en lui faisant marquer, par exemple, o^o^d' a 
Pinstant ou une etoile passe au meridien, elle indique precisement 
la meme heure chaque fois que cette etoile y revient. 

Quelle que soit rinclinaison de Taxe du monde sur Thorizon, la 
duree de la pr^sence d'une etoile quidecrit Pequateur, est la m^me 
au-dessus de Fhorizon qu'au-dessous ; mais une etoile qui decrit un 
parallele, est visible d'autant plus long-tems que ce parall^le est 
plus pres du pole eleve, et que Tangle que Taxe du monde fait avec 
rhorizon difiere moins de Tangle droit. Ainsi au pdle eleve, les etoiles 
ne se I^vent ni ne se couchent jamais : c'est ce qui a lieu aussi 
pourcelies qui decrivent des parall^Ies dont le plan n'est point 
coupe par Thorizon; telles sont pour nous les etoiles de higrande 
Ourse, la Polaire, etc. Dans ce cas, Ton voit les etoilespasser deux 
foisau meridien pendant un jour sideral; par exemple, la premier« 
fois au meridien superieur, c'est-a-dire du c6te duzenit, etla 
aeconde fois, au meridien inferieur, c'est-a-dire entre le pole et 
i'horizon. Ces etoiles se nomment, pour celte vaison jcircompolaires. 

Si on jette un coup-d'oeii sur la figure 1 , on reconnaitra de suite 
la verite de ce fait. En efiet, soient P, P' les p6Ies du monde, C le 
centre de la Terre, Z le zenit, iV^le nadir, OJff rhorizon rationnel , 
:£Q Tequateur, et ^B^ DF^ D F dcscercles qui luisoient pa- 
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rall^Ies.H est eyident que pour un observateur dontle zenit est en 
et le pdle eleve en P, Tetoile qui decrit le cercle D^F' est toujours 
invisible ; que celle qui decrit le cercle DFj au contraire , ne se couche 
jamais. Quant a Fetoile qui decrit Fequateur, elle parait la heures 
au-dessus de rhorizon et reste 12 heures invisible, parce que les 
arcs semi-diurne et semi-nocturneEMy QM sont egaux. Enfin, des 
deuxetoilesqui decriventVunele cercle ^B, Tautre le cercle u4'B\ la 
premi^reresteplus long-tems au-dessus de Fhorizon qu^aunleesous, 
et la seconde disparatt pendant plus de heures^ parce que dans 
le premier cas rarcsemi-diurne^/z>uB/2, et que dans le second 
cas rona^'7z'<5V. 
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CHAPITRE II. 

Du mouvement propre du Soleil, des signes duzodiaque, et 
de la position des astres pdr rapport d V equateur, d Veclip- 
tique et^ Vhorizon. 

5. JjE Soleil , comme toutes les etoiles fixes , semble emporte 
d'orient en occident par le mouvement periodiquedu ciel. Cependant 
on s'aper9oit bientdt, en le soumettant a repreuve indiquee prece- 
demment, qu'il ne conserve pas la meme position par rapport aux 
etoiles, et qu'il parait doue d'un mouvement propre d'occident en 
orient. En effet, apr^s une longue suite d'observations exactes de 
sa hauteur meridienne , et de Kntervalle de tems qui s'ecouIe entre 
son passage et celui des etoiles au meridien, Ton a reconnu qu'il se 
meut dans un orbe plan incline a requateur de a5**a8' environ, et 
ayant la forme d'unc ellipse peu excentrique ou peu allongee, a Fun 
des foyers de laquelle se trouvelaTcrre. Mais considerons,quant a 
present, cet orbe, qu'on nomme ecliptique, comme un grand cercle 
de la sphdre celeste, et concevons-le divise en douze parties egales, 
a partir du point oii le Soleil se trouve au commencement du prin- 
tems, c'est-a-dire a Tun des points d'intersection de Pecliptique et de 
requateur , points qu'on nomme equinoxes. Chacune de ces parties 
comprendra evidemmenl 3o*, puisque la circonference entiere en 
contient 36o : ce sont ces parties auxquelles on a donne le nom 
de signes. 

6. Toutes les planAtes anciennes , excepte le Soleii , s'eIoignent 
plus ou moius de recliptique, tant6t vers un p6Ie de ce grand cercle, 
tantot vers Fautre* Les anciensavaient remarque que les orbites des 
plan^tes setrouvent comprises dansune zonede i6 a i8^, partagee 
en deux parties egalcs par recliptlque ; c'est cette z6ne qu'ils desi<» 
gaerent sous le nom de zodiaque. 
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tjes doQze signes du zodiaque et les caracteres qpi les distinguent 
sont : 

SigB. Degr. Sign. Degr. 



o T le Bflier o 

1^1« Tanreatt. ...... 3o 

A H les G^eanx 60 

3 Q ri^crevisde 90 

4 le Lion 120 

5 iijg la Yierge i5o 



6 ^ la Balance 180 

7 n)^ le Scorpion 2210 

8 le Sagittaire s^o 

9 ;(> le Ca^come 1270 

10 le Verseau 3oo 

11 X lesPoissons 33o 



Afin d'aider la memoire a les retenir, on les a exprimes par ces 
deux yers latins : 

Sunt jirUs, Taurus, Gemini^ Cancer^ Leoy Virgo, 
Libray ScQrpius, jircitenens, Caper, Amphora, Pisces» 

H y a anssi douze constellations qui portent les mSmes noms , et 
qui formentles constellations zodiacales. 

L'ordre de ces signes a lieu d'occident en orient, qui est le sens 
du raouYement propre du Soleil. Lorqu'un astre se meut suivant cet 
ordre, on dit qne son mouvement est direct; lorsqu'au contraire ii 
paratt alter dans une direction opposee, son mouvement est retrO" 
grade; enfin, si pendant un certain tems Pastre semble fixe, on le 
dit stationnaire. Ce dernierphenomene a lieu quand le mouvement, 
de direct qu^il etait, devient retrograde,et reciproquement. Les pla- 
netes , quoique tournant reellement autour du Soleil d'occident en 
orient, nous presentent ces diverscs apparences. 

La droite, qui est la commune section de Pequateur et de reclip- 
tique, senomme ligne des equinoxes : elie est ainsi designee, parce 
que, quaikl leSoleil se trouveaFune de ses extremitea, les jours sont - 
egaux aux nuits. 

L'ecliptique etant partagee en deux parties eg^Ies par Tequateur, 
il s'ensuit que les six premiers signes se trouvent dans Fhemisphere 
boreal, et les six autres dans Themisphere austral. Les signes sep- 
tentrionauxsont donc le Belier, leTaureau, les Gemeaux, le Cancer, 
le Lion,la Viergej etIessignesmeridionaux,laBaIance,leScorpion, 
le Sagittaire, le Capricorne , le Verseau, les Poissons. 

On entend aussi par signes ascehdans ceux que le Soleil parcourt 
lorsqn'il s'approche de plus en plus du zenit j et par signes des- 
cendans, ceux par lesquels il passe en s'^loignant sans cesse de cr 
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poinl : ainsi, le Capricorne, le Verseau, les Poissons, le Beiier, le 

Taureau et les Gemeaux sont les signes ascendans. 

rj. Pour fixer la position des astres, on les rapporte arequateur 
ou a recliptique. Relatiyement au premier cercle, leur position est 
connue par leur ascension droite et leur declinaison. 

La declinaison d'un astre est sa distance a Tequateur, mesuree 
sur un grand cercle qui passe par son centre et par les poles du 
monde^ ce cercle de declinaison est donc perpendiculaire a Tequa- 
teur. La declinaiaon ne se compte que depuis jusqu'a 90*; il est 
donc indispensable d'enoncer si elle est boreale ou australe. La 
distance angulaire d'un astre au p6Ie se nomme distance polaire : 
celle-ci se compte depuis le pdle boreal jusqu'au pole austral; elle 
est donc toujours comprise entre o* et i8o*. 

L^o^ce/iif/OTidfrozteestladistancedupoint equinoxial du printems 
au cercle de declinaison , comptee sur Tequateur de Touest a Test, 
et depuis ©• jusqu'a 56o^ 

On determine aussi la position d'un astrepar rapport aPecIiptique, 
c'est-a-dire au moyen de sa longitude et de sa iatitude. Pour cet elfet, 
Fon imagine des grands cercles passant par les poles de cet orbe 
solaire : c'est sur ces cercles de latitude que se mesure la distance 
dcs astres a recliplique. La lalitude est australe ou boreale selon que 
Fastre est entre le pole austral de recliptique et ce cercle, ou entre 
recliptique et le pole boreal. 

La longitude se mesure sur recliptique, et se compte a partir du 
point equinoxial du printems, depuis o" jusqu'a 36o*; c'est-a*dire 
comme Tascension droite, d'occident en orient 

8. II est eyident que la distance angulaire du p61e de Tequateur 
a celui de recliptique situe dans le m6me hemisphere, est la mSme 
que rinclinaison de recliptique sur requateur : cette inclinaison se 
iiomme Vohliquite de Vecliptique. 

Les cercles polaires sont des petils cercles de la sphere celeste , 
paralleles a Fequateur, et qui passent par les p61es de Pecliptique : il 
y a par consequent deux cercles polaires, Tun antarctique ou au 
sud, Fautre arctique ou au nord. 

La hauteur d'un astre est Parc de grand cercle compris entre 
rbomon et cet astre, et dont le plan passe par le zenit de robser-* 
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vateur. L'angle que ce cercle de hauteur ou ce vertical fait av.ec le 
meridien, estdit Vazimutdit Pastre. Le grand cerdc qui passe par 
le zenit et par le point est ou ouest, se nomme premier vertical; 
celui-ci est donc perp^ndiculaire au meridien du lieu. 

Vamplitttde ortive est Tarc de Thorizon compris entre Fequateur 
fet le point ou un astre se 16ve j Vamplitude occasale est un arc 
pareil correspondant au coucher de cet astre. 

Ainsi, d'apres la figure 1, Tarc ZMest le premier vertical, et Mn 
ramplitude ortive d'un astre qui decrit lc parall^le ^nB. 

Les etoiles decrivant chacune perpetuellement le meme parallele , 
11 s'en8uit que raroplitude ortive et ramplitudeoccasalerestentcon- 
stantes. Iln'en est pas de meme pour le Soleil, puisque, par reffet 
de son mouvement propre d'occident en orient, il ne demeure qu'un 
instant dans requateur. 

On designe quelquefois par le nom de colure les cercles de de-* 
clinaison, notamment ceux qui passent par les points equinoxiaux 
et solsticiaux : nous parlerons de ces derniers points dans le chapitr^ 
6uivant. 
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CHAPITRE III. 

Smte du mouvement propre du Soleil; de la mesure du tems 
et de la duree des saisons, etc. 

g. En comparant, comme nous Pavonsdeja dit, a Paide d^mie bonne 
pendule siderale, les passages du Soleil au meridien a ceux d*une 
etoile fixe, on reconnait que le Soleil y repasse la seconde fois 4 minutes 
plus tard environ que Tetoile, et que sa marche d'occident en orient 
est plus ou moins rapide. 

Pour avoir une idee plus precise derirregularite du mouvement de 
cet aslre, soit^TPae(fig.ii) recliptique,^PIegrandaxede celte 
ellipse, C le centre, Tla Terre placee au foyer j ct supposons que t 
soit le point o du Belier, ou ceiui ou se trouve le Soleil a requinoxe 
de printems; alors ^ sera le point o de la Balance, ou requinoxe 
d'automne, et les deux autres points tfp , X <iui se trouvent sur une 
droite perpendiculaire a la ligne des equinoxes, seront les so/stices 
d'ete et d'hiver, 

L'extremite Pdu grandaxede Tellipse solaire se nonmie leperigee, 
el Tautre extreraite ^ Vapogee; parce que quand le Soleil est en P, il 
cst le plus pr6s possible de la Terre; et quand il est en ^ , il se trouve 
a sa plus grande dislance. L'axe se nomme la ligne des apsides; 
cette ligne partage evidemment recliptique en deux parties egales 
et symetriques : aussi le Soleil met4I le mSme tems pour parcourir 
ces deux parties de sa coursc annuelle, dans la supposition foutefois 
de rimmobilite de la ligne des apsides ; mais avec cette difference que 
son mouvement se retarde de plus en plus en allant du perigee P au 
point ^ de Tapogee, et qu'il s'accelere suivant lamSme Ioi,en partant 
de cc dernier point pour retournef au perigee. La ligne tiree du centre 
de la Terre a celui du Soleil, ou le rayon vecteur de cet astre, de- 
crit, parle mouvement dontiIs'agit,desairesquisontconstamment 
proportionncUes au tems ( Traite de Mecanique de M. Poisson , 
tonie I, page353 ). 

On a determine les variations du rayon vecleur en mesurant le 
dlametre apparent du Soleil, a differentes epoques de Tannee ; et pour 



Digitized by 




r. "^so/c..- ^^/'on,-.. ^^'iDn..^^'kJf,^ - 

I 

i 



12 TRAIT£ DE GiODtSIE. 

11. Le jour solaire est le tems qui s'ecoule enlre deux passaged 
consecutifs du Soleil au meridien superieur ou au meridien inferieur. 
Ce jour se divise en a4 heures : on le nomme aussi jour astrono^ 
mique ou jour vrai, et on lui donne pour origine Tinstant du midi. 
Si au contraire on prend Tinstant du minuit pour origine du tems, 
on le nomme jour prai civiL Les astronomes proc^dent de Vune 
et de Fautre maniere ; mais i'usage commence a s'etablir parmi eux 
pour compter de preference les 24 heiires d'un minuit a l'autre.Dans 
la vle civile, le jour se divise en deux fois douze heures; ainsi, 
par exemple , le 6 janvier a 9 heures du matin^ tems civil, repond 
au 5 janvier a ai heures, tems astronomique. 

Les astronomes ont juge convenable aussi de choisir , pour origine 
du jour sideral, Tinstant ou le point equinoxial du printems passe 
a leur meridien superieur : ainsi la pendule siderale doit toujours 
Tuarquer o*o'o" ou 1 a heures, lorsqu^une etoile qui a zerod^ascension 
droito se trouve dans le meridien. En general elle doit marquer 
Fascension droite d'une etoile quelconque, convertie en tems, a 
raison de ib^ pour une heure, au moment oii Tctoile traverse le 
meridien supericur. 

Les jours astronomiques ne sout pas tous egaux entre eux comme 
les jours sideraux; ils soot plus longs que ceux-ci de plusieurs mi- 
]iutes,comme nous Tavons deja fait observer ; car Iorsqu'une etoiie 
et le Soleil se Irouvent en meme tems au meridien un certain 
jour, le lendemain le Soleil, en vertu de son mouvement propre 
d'occident en orient, passe au meridien plus tard que Fetoile , et 
apr^s avoir d<5crit environ 69' 8",33 de degre de son orbite. Par 
consequent, dans Pespace d'une'aun^e, le Soleil trayerse le meridien 
une fois de moins que Fetoile. 

Nous venons de dire que les jours astronomiqucs ne sont pas 
^ * egaux ; leurs difiPerences resultent a lafois de robliquite derecliptique, 

et de ce que le mouvement propre ou apparent du Soleil tfest pas 
uniforme; car d'une part il est visible que si , par plusieurs points 
equidistans de l^ecliptique, on feit passer des cercles de declinaison, 

* les arcs de T^quateur compris entre ces cercles , ou ies diffejrences 

d'ascension droite seront en general inegales entre elles. Ainsi rin«- 
galite des jours solaires aurait lieu , quand m4me le Soleil decrirait 
iiniforfnement Tecliptique : mais d'autre part cet astre a un mou- 

# vement irregulier daijs son orbite; donc les jours yrai^ aslrono- 

jniques ne peuyent fitre egaux. 
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' Conckions de la que les oscillations du pendule ou balancier 
d'une bonne horloge etant isochrones ou d'egale duree, peuvent 
bien 6tre reglees sur le mouvement dlurne des etoiles, mais non 
pas sur la marche reelle du Soleil. Cependant en faisant abstraction 
des inegalites de cette marche, on peut mieux dire, en supposant 
qu'un autre Soleil decrive uniformement requateur en vertu d'un 
moyenmouvement propre d'occident en orient, Pintervalie de tema 
entre deux retours consecutifs au meridien formera un jour moyen 
astronomique entre tous les jours vrais ou apparens, et Thorloge 
qui suivra exactement le mouvement uniforme de ce Soleil fictif 
sera reglee sur le tems moyen. 

Le jour moyen se divise en a4 heures : tous les jours moyens 
sont donc egaux. 

. 12. Pour parvenir au but que Ton vient dlndiquer, les as tronomea 
ont d'abord imagine qu'un second Soleil decrivait uniformement 
une ecliptique circulaire circonscrite a la verilable orbite, et cela 
dans le roeme tems que le vrai Soleil decrivait cette orbite* Ila 
ont en outre suppose que ces deux Soleils partaient ensemble dn 
perigee. Enfin ils ont imagine qu'un troisi^me Soleil partait d^un dea 
points equinoxiaux, aTinstant meme ou ie second Sdleil y arrivait^ 
et qu'il decrivait uniformement requateur d'occident en orient dana 
le mSme tems que le second Soleil parcourait son cercle. On con- 
goit, d'apr^ cette hypothese, que Tascension droite du troisi^e 
Soleil, qu'on nomme ascension droite mojenne, est toujours egalo 
a la longitude du second Soleil ou a la longitude moyenne, et que 
Tun est sans decUnaison comme Fautre estsans latitude. La longitudo 
moyenne croit donc proportionnellement iaiu tems. Cest d'apres ce 
principe que ies tablea du Soleil donnent les longitudes moyennea 
pour tous les jours de 1'annee. 

La distance angulaire du perigee au vrai Soleil se nomme ano- 
malie vraie; elle est mesuree par 1'angle que le rayon vecteur so- 
laire &it avec la ligne des apsides. La distance angulaire du p^rigee 
au second Soleil s'appdie anomalie moyenne, et enfinla difiSrence 
de ces deux anomaKes est Vequation du centre. La longitode vraie 
du Soleil est donc egale a la longitude du perigee augmentee de 
ranomaUe vraie, et la longitude moyenne est egale a la longitudA 
du perigee plus TanomaUe moyenne. On yoit en qutreque la lon^ 
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gitade vraie da Soleil est egale a la loDgitude mojeDne plu3 oa 

moins Teqaation du centre ou de Torbite. 

3 3. Nous avons dit precedemment que le nombre des relours au 
meridien^ du Soleil fictif situe sur Tequateur, mesure le tems 
moyen, et que le nombre pareil des retours du vrai Soleil mesure 
le tems vrai. L^arc de Tequateur compris entre deux meridiens 
menes par les centres de ces deux Soleils, est ce qu'on nonune 
Yequation du tems. Cette equation est toujours evaluee en firactioa 
de jour moyenj elle est nulle quatre fois dans rannee, et se trouve 
toute calculee pour chaque jourdans les ephemerides; par exemple^ 
on la trouve pour tous les jours du mois, et sous le titre de tems 
moyen au midi vrai , dans la Connaissance des Tems que le 
Bureau des Longitudes publie chaque annee : elle sert a faire con- 
naitre si une pendule a secondes est bien reglee sur le tem^ moyen, 
comme on le verra par la suite. 

Le second Soleil dont nous venons de parler, d^termine , par 
ses retours a Tequateur et aux tropiques, les equinoxes et les 
Aolstices moyens. La daree de ses retours au m^me ^uinoxe ou 
6u m^me solstice forme Vannee tropique, laquelte, selon les cal- 
culs lesplus exacls, est de 365^,94aa64o = 365^5*48' 5 1",6 tems 
moyen {Astronomie de M. Delambre, tome II, page a46). 

' i4. L'observatiDn a fait connaitre que la ligne des eqoinoxes n'est 
pas fixe dans le ciel a Tegard des etoiles; on iui a reconnu un mou- 
vement angulaire retrograde ou contraire au mouvement propre 
du Soleil, qu'on a evalue de nos jours a environ 5o",i paran, mais 
quin'estpas exactement le m^me dans tous les si^cles; c'estce qui 
&it que les annees tropiques sont un peu in^gales. Ainsi le Soleil, 
pour revenir aux etoiles d'ou il etait parti, met un peu plus de tems 
qqe pour revenir a Tequinoxe. Vannee siderale etant Knter- 
vaUe compris entre deux retours consecutifs aux memes etoiles, 
il s'ensuit qu'elle est plus longue que Fannee tropique de ao' 90"; sa 
valeur est de 365^,1256384. Enfin on a remarque que le point du 
perigee a un mouvement direct de 12'' par an dans le plan de Forbe 
eolaire; et la theorie de Pattraction universelle a appris que rexceu- 
tricit^ de cet orbe diminue peu a peu. Uannee anomalistique etant 
rintervalie compria eutre deux passages consifcutifs au pengee^ est 
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donc eUe-mdme tin peu plus longue que Fannee siderale. Sa vaieur 
•€8t de se&yiSgrjog = 365> 6* i5' 58",8. 

On doit conclure de la que la ligne des apsides coVncidera un jour 
ayec celle des equinoxes, ou lui sera perpendiculaire^ puisque le 
perigee a, par rapport £iu point o A'u4ries, un raouyement relatif 
et annuel de 6a". Ainsi les durees des ssdsons, lelles qu'elles sont 
donnees a Vart. 9 , 6prouveront a la longue des changeraens sensibles. 

Cest encore robservation qui a constale un fait remarquablo , 
saToir, que Torbe solaire se rapproche peu a peu de Tequateur, 
ou, ce qui est de meme, que robliquite de recliptique diminue 
iosensibfement. Cette diminution seculaire est a tres peu prds de 
5o"i mais la theorie montre que recliptique et Tequateur ne se con- 
fondront jamais. Independamraent de ces variations fort lentes, il 
en est d'autres qui ont une p^riode beaucoup plus courte, et dont 
nous parlerons par la suite. Toutes ces variations ou inegalites qui 
troublent le mouvement elliptique du Soleil, sont connues en Astro<« 
nomie sous le nom de perturbations pkmetaires; parce qu'elles 
resultent de Taction que les plan^tes exercent sur le Soleii en vertu 
de la gravitalion umverselle. 11 feut necessairement y avoir egard 
pour determiner le heu vrai de cet astre avec toute la precisioH 
posaible; or elles s'evaluent ais^ment a l'aide des nouvelles tabies 
solaires dont nous ferons connaitre Tusage plus tard. 

Remontant au3t valeurs ci-dessus de Tannee moyenne et do 
Tannee siderale^ on trouve, en prenant pour unite de tems le 
jour moyen astronomique , que la duree du jour sideral est de 
0^,997269673= a3* ^^'^"^ogo^o; d'ou il suit que Tacceleration diurne 
des ^toiles est de 5' 55'',9093 par rapport au moyen mouvement du» 
Soleil. 

En prenant au contraire le jour sideral pour unite, le jour moyen 
solaire est exprimepar 1^,003737909722=24* 5' 56",5554; ainsi lors- 
qtfon aura des heures moyennes solaires a co&veriir en heures 
siderales, ce qui se pratique tr^s souvent en Astronomie, il faudra 
augmenler les premieres de 9^,8568, ou simpleraent de 10", si Ton 
juge cette exactitude suffisante. Reciproqueraent pour convertir 
des heures siderales en heures moyennes , on retranchera 9'',839s 
de chacune des premieres. 

II resulte de la que le Soleil moyen acheve sa revolution enti^re, 
ou parcourt 36o^ en a4*3'56",5554 de tems sideral; et que dan» 
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le m^mc tenis le mouvement de la sphere etoilee est de 36o** 8",35 : 

ainsi les jours moyens sont aux jours sideraux dans le rapport de 

^^^""360^ '^^ ' Dansuneheure solaire raoyenne, une etoile fixe decrit 

par consequent un arc de i6*2'27",847 ; ainsi dans une seconde de 
tems moyen elle parcourt i5",o4i07 de degre. 

II s'ensuit en outre que, dans un jour moyen, le mouvement propre 
du soleil moyen est de 59'8",53, et que ce Soleil ne parcourt que 
359* 59' 9" 9 dansune annee tropique, puisque la retrogradation des 
points equinoxiaux est de 5o',i. 

De r^nnee civile et du Calendrier gregorieii. 

i5. Cest sur Fann^e tropique que se rigle Fannee civile : celle-ci 
est tantot de 365 jours, tantdt de 366, et commence au minuit qui 
eert d'origine au premier janvier; quoiqu'il eut ete a desirer que 
les peuples de notre hemisph^re eussent pris pour epoque? soit Tequi- 
noxe du printems, soit le solstice d'hiver. Pour concevoir pourquoi 
la duree de Tannee civile est variable, il suffit de remarquer que si 
elle etait constamment de 365 jours , soncommencementdevancerait 
Mns cesse celui dela veritable annee tropique, et parcourrait par 
consequent les difierentessaisons en retrogradant. Cet inconvenient, 
qui ferait evidemment perdre au calendrier un de ses principaux 
avantages, celui de fixer les mois et les fetes aux m6mes saisons, 
et d'en faire de cette maniSre des epoques remarquables pour ragri- 
culture, 8'elude a Taide de rintercallation suivante, adoptee dansle 
calendrier gregorien^ qui est celui dont la plupart des peuples de 
FEurope font usage. 

Au tems de Jules-Cesar les annees etaient bissextiles tous les 
quatre ans, c'est-a-dire de 366 jours; et Fannee tropique, supposee 
de 365 jours un quart seulement^ fut nommee Vannee julienne. 
Le tems qui 8'ecoule pendant cent annees juliennes forme la durde 
d^un »ecle^ la plus longue des periodes usitees dans la Chronologie. 
Mais cette intercallation d'un Jour tous les quatre ans, pour com- 
peasef rerreur resultant de la suppression d'un quart de jour dans 
les annees communes ou de 365 jours, ne pouvait remedier a Tin* 
convetiient qu'on voulait eviter, lorsque Fon sut que Tannee tro- 
pique etait plus exdctexaent de 365>,a42si64 ou a fort peu pres ; il 
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fallut donc, pour empecher le deplacement de rorigine de Fannee 
civile, tenir compte de o/,oo7736 dont Fannee tropique etait aug- 
mentee par ce mode regulier d'intercallation. Or, en i582, sous le 
pontificat de Gregoire XIII, Ton y parvint en convenant de sup- 
primer la bissextile a la fin de chaque siecle, pour la retablir a la fin 
du quatrieme-, et, dansces dernierstems, M. Delambre a propose 
dela supprimer tous les quatre mille ans.De la ces deux regles pour 
savoir si une annee gregorienne est bissextile ou non. i*. Si le 
nombre qui exprime Tannee est divisible exactement par 4, cetle 
annee est bissextilej mais si la division ne se fait pas sans reste, 
rannee est commune : ainsi Fannee i8i3 a etecommunc, et Tan- 
nee i8i6bissextile. Quant aux annees seculaires, supprimez les 
deux zeros du nombre qui les exprime, et si ce nonnbre ainsi rc- 
duit est exactement divisible par 4, ces annees ont ete ou seront 
bissextiles. Par exemple, les annees seculaires 1700 et 1800 ont 
ete communes, il en sera dememe de 1'annee 19005 mais rannee 2000 
sera bissextile : toutefois Fannee 4ooo sera commune par la raison 
donnee ci-dessus. {f^oyez, pour de pjus amples explications , k 
Traite de la Sphere et du Calendrier^ par Rivard, 7* edition. ) 

Les Russes s'en tiennent toujours a la reforme julienne ou au 
vieux style ; aussi comptent-ils maintenant 12 jours de moins que 
nous. Quant aux Turcs, ils reglent rannee sur le mouvement de la 
Lune. 
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CHAPITRE IV. 

De la rondeur de la Terre, de son aimo^kere, et de la 
Hfraction astron<Miique. 

16. Les premiers royageurs dtirent 8'apcrcevoir bientdt que la 
surfoce de la Terre n'est pas ce qu^elle senable tfabord , un plan 
sur lequei Je ciel s'appuic sous ia forme d'une voute surbaisaee ; 
qu*elle est au contraire , commc nons 1'avons snppose, trn corps a 
ttes peu pres spherique que le ciel enveloppe de toutes parts. En 
eflfet , a me^ure que Voti s'avance vers le midi on vers le nord, des 
^loiles qui demeuraient constamment sons ITiorizon se i^vent et se 
Couchent altemativement, tandis que d'autres qui ^aient visibles 
dlsparaissent pour toujours> U ost vraisemblable en outre que ies 
dimensions de la Terre out ete connues d6s la phis haute antiquite, 
sinon tres exaotement, dui moins a fbrt peu de chose prfe; car il 
existe entre plusieurs mesures de ces tems recules et la kmgueur 
de la circonference terrestre , des rapports qui donnent tieu de 
penser ainsi. Cettecirconference est de quarante millions de m^tres. 

17. Un fluide elastique, rare ct transparent,qu'on nomme Vair^ 
entoure le globe terrestrede tous cdles, ets'cI6ve a une grande 
hauteur. Son poids fait equilibre a celui du mercure dans le baro- 
metre. Tout ce fluide, cminemment necessaire a notre existence, 
forme Tatmosphere : il a la propriete de se condenser par le firoid 
et de se dilater par la chaleur. A mesure que Ton se transporte dans 
les regions clevees de Tatmosph^re, Tau: delient plus rare; et a cause 
de sa compressibilite , ses couches inferieures sont plus denses que 
ses couches superieures dont elles supportent le poids. A une tem« 
perature constante sa densite est proportionnelle au poids qui le 
comprime, et par consequent a la hauteur du baromStre. De cette 
propriete resultela possibUite de mesurer les hauteurs par les obser* 
vations barometriques. 
Noua ne vojons donc les astres qu'a travers un fluide. Souvent 
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lEneme nous les voyons ailleurs que la ou ils sont rcellomcnt, par 
suile de la deviation qu'eprouvent leurs rayons lumineux en tra- 
versant Fatmosphere; car 11 est de fait que la lumiere^en passant 
obiiquement d'un miiieu dans un aulre dont la densite est differente, 
change de direction, en s^approchant de la perpendiculaire a leur 
surface commune , aupoint ou elle entre dans le milieu le plus dense. 
Cest cet e£Fet qu'on nomme refraction. Le rajon direct el le rayon 
refracte forment, avec cette perpendiculaire , deux angles, dont l'un 
est Tangle d'incidence et Tautre Fangle de refraction : or, les sinus 
de ces deux angles sont toujours dans un rapport constant. L'expe- 
rience prouve aussi que la refraction des rayons sur une memc 
surface croit avec leur obliquite, et que la force reTreingente de Vair 
est proprotionnelle a sa densite, ou bien a la pression qu'il eprouve. 

La densite des couches d'air augmentant progressivement depuis 
leslimites de rahnosphere jusqu'ala surface de la Terre, il s'ensuit 
qu'un rajon lumineux qui traverse obiiquement toutes ces couches 
supposees spheriques, concentriqucs, en equilibre et d'une epaisseur 
infiniment petite, arrive a nous en suivant unc courbe concave 
vers la surface terrestrej mais comme nous supposons toujours 
les objets sur la direction meme des rayons que nous en recevons, 
nous rapportons les astres au point du ciel qui se trouve sur la 
tangente a la courbe ou trajectoire decrite par le rayon lumineux , 
au point ou nous sommes. La refraction est donc Tangle que cette 
tangente fait avec la droite menee de notre oeil au Ueu reel de 
Fastre. 

1 8. On couQoit, par rexplicalion succincte de cc phenomene , lequcl 
paraitetre dua Taction que Ics corps exercent surla lumiere, que la 
refraction astronomique ou plutot atmospherique csl la plus grande 
possible, lorsque les astressont a rhorizon; qu'ellc diminue a mesure 
qu'ils s'elevent au-dessus de cc plan, et qu'elle est nullc lorsque les 
astres passent au zcnit. 

Ueffet dc la refraction est donc de faire paraitre les astres plus 
eleves qtfils ne le sont efFectivement , et n'a lieu que dans le sens 
vertical. Ainsi, la hauteur angulaire d'un astre observc dc la surface 
de la Terre, est une hauteur apparente; il faut la diminuer de la 
refraction pour avoir la haiiteur vraie, 

llresulte de la que la valeurdela refraction depend delahautcur 
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appareBte un astre j ou , comme Ton dit , a pour argumeni cette 

hauteur apparente. 

La refraction au-dessus de dix degres de hauteur, toutes choses 
d'aiiieur^ egales , ne depend sensiblement que de Tetat du barometre 
et du thermom^tre dans le lieu de robservation. Les geometreS| 
M. Laptoce particuli^remeut, en ont assigne les iois; mais a une 
hauteur plus petite, et a 1'horizon sur-tout, elle eprouve des varia- 
tions tr6s irreguli^res et tout-a*fait inezpUcables. Nous reviendrons 
aiUeurs sur ce sujet 
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CHAPITRE V. 

Du mouvementde la Terre autour du SoleU; des longitu4e$ 
et latitudes giographiques , et des diffirentes parallaxe$ 
des astres. 

} 

19. Oans tout ce qm precSde sur le sjstSme du monde, le Solefl 
est suppose en mouvement autour de la Terre ; mais il est trfe pro- 
bable que ce mouyement n'est qu^apparent, et n'est du qu'a une 
illusion optique semblable a celle qu'eprouveun voyageurylorsque^ 
entraine par le courant d'un fleuye, il fixe les rivages^ et leur attribue 
un mouvement contraire a celui par lequel il est emporte reellement; 
En etkt Fhypoth^e la plus simple y est d'admettre que la Terre 
toume sur elle-mdme d'occident en orient en 34 heures siderales , 
et autour du Soleil dans Fespace d'un an, en decriyant im orbe dont 
le centre du Soleil occupe un des foyers ; mais, dans Tune commo 
dans I'autre supposition, les apparences des mouyemens celestes 
sont les memes. • » 

La Terre decrit donc I'ecliptique dans le sens m^me du mouye-« 
jnent apparent du Soleil, c'est-a-dire d'occident en orient. Ainsi; 
quand le Soleil nous parait, par exemple, au point dquinoxtal dii 
printems, la Terreest reellementaupointoppose, ou a celui d'aur* 
tomne. Cela pose, si, par le centre iS^du Soleil (fig. 5), on congoit k 
la ligne des equinoxes 7^ unc parall^ie St\ le point T' sera celui 
d'ou I'on comptera la longitude T^Tde la Terre. Mais comme un 
obseryateur en T, rapporte le Soleil 4? en un point S' de ToTbite ter- 
restre, il s'ensuit que la longitude geocentrique du S(rfei), ou yue d© 
la Terre, est de 180* plus grande que la longitude heliocentnc[ue T'T 
do la Terre, ou yue du Soleil; ce qui s'exprime ainsi :/ 

long. = kmg. S + i8o% 

c'est-a-dire longitude SoIeiI=Iongitude de la Terre-f- i8q*. 
On entend par periheljie le point ou la Terre eat le plus pres dv 



Solell, et par aphelie celui ou elle en est le plus eloignee. Ces deuic 
.poitttSf qui fiMrBMDt Uft extr eixutfi& du §raBd axe de i^orbite terrei^tr ^ 
sont respectiyen^ent P, Si donc «zs- et n sont Tun ia longitude da 
perihelie^ rautre ceUe du perigee, ro9 aura 

n=w+i8o*. 

20. En considdrant toujours la Terre comme uue spMre, tous te» 
polBts de sa surfece, dans leur mouvement diurne autour de Taxe 
du monde , decrivent des cercies paralleles entre eux , lesquels , 
comme dans la sph6re celeste, sont nommes parallelesj lorsqu'iIs 
8ont inegalement eloignes des p61ed« L'equateur terrestre est donc 
le cerdo dont le plan comcide ayec celui de requatem* ceieste et 
p^rtage la surfaoe du glahe en denx hei^ispberes , qui ont ponr bentre 
TuQ le p61e horeal, Tautre le pole aystral, Cea deux p41es sont qecessaiH 
reaieBt situes sur Taxe du moode^ et correspQndent par coosequeat 
a ceux de la spb^re celeste. 

Le m^ridien d'uu iieu est de m^m^ le cercle qui passe par ce liea 
et par les p61es de la Terre. Le prenfuer loendien est celui auquel qo 
e^t C(Miyejqa de rapportqr tous .l^s.autrea.^ An^iennenkent, et depuia 
Ptolemee, les geosraphes prexudent pour premier meridxen celui qut 
passe par TUe de Fer, rupe des plus occidentalea des tles Canaries. 
Cet usage s'introduisit en Francesous le regne de LouisXUIi QKiis 
pltts taj^d les j^eographes fran^aia se deciderent^ a rinstar de TAea- 
demie des Sciences de Paris , k conapter les loogUudes du me*- 
^(^ea de PQbsorYatoire royaL 

. L'imglq quefQnne denx aieridiens.est mesure par Tarc de Pequateur 
qu'i)s^ interceptent Cet are se nomme longitude terrestre Qxx diffe- 
refke des meridiensj^ en tant querun des loeridLexvs est ou n^estpas 
con^der^ cooame le premien La longitude se compte .sur r.equateur, 
de part et d^autre diii Aieridien, et peut cQQ^quemm^nt etre orien- 
taj^ occi(teAtid9 \ eUe se^ coi;9{ite aossi dai3|s le s^^s da mQUV ement 
dei>]?ota|iioac(ei la Terre, c'est-^dired'occidefit eDorieat, etdepu^*^ 
jusqu'a 360"*} c^^Ai^tiodifferentpourvifi qu^oa eaavertisse. 

II suit de la , et de ce qui a ete dit (ar 1. 1 1 ) , que Iorsqu'il est midi 
vrai au meridien de Pam,parexewi]pte, fla^eet que ii\ tems vrai, 
au meridien d'un autre lieu dont la longitude occidentale , par rapporl 
a cette vilie, est de i5*. Au contraire, il est nne heurc apr^s midi 
dans mi lieu situe a rorient d6 Paris, et dontla longUude orientale 
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correspondans de m4me denomiDation ; il en est ainsi des tro- 
piques. La z6ne comprise sur ia Teri^ entre les deux tropiques, 
forme la zdne torride, parce que les peupies qui 1'IiabiteDt, ayant 
pendant deux fois l'an le Soleil d'apIomb sur leurs t^tes , eprouvent 
une chaleur excessive. Lcs deuxz6nes comprises entre les tropiques 
*et les cercles polaires, forment les zdnes temp6rees ou plus douces; 
et enfin les deux parties restantes de la surface terrestre composent 
les zones glaciales. 

Les peuples situes sur requateur ont la sphere droite^ parce que 
Taxe du monde etant alors dans le plan de leur horizon , toutes les 
etoiles decrivent des cercles perpendiculaires a ceplan; mais entre 
Fequateur et le p61e eleve, ils ont la sphere ohlique : c'est le cas de 
la figure i. Ceux qui seraient aux p61es m6mes auraient la sphere 
parallele, parce que Tequateur seraitparallile a rhorizon des p6Ies: 
dans ce cas, les etoiles ne se levent ni ne se cbuchent jamais, puis- 
qu'elle8 decrivent toutes des cercles paralleles a cet horizon. En 
gerieral, ces derniers cercles se nomment des almicantarats, 
' H est bien aise de se rendre compte des diflPerentes longueurs des 
jours et des nuits a diverses epoques de Paan^e^ eu egard a ces trols 
positions de la sphSre. 

^5. La distance qui nous separe des ^toiles est si grande, que 
les droites men^es de rune d'elles aux centres de la Terre et du 
Soleil, ne feraient aucun angle sensible; c'est cet angle que les astro- 
iiomes designent sous le nom de parallaxe annueUe ou du grand 
orbe : les etoiles, m^me les plus brillantes, n?ont pas de parallaxe. II 
n'en est pas ainsi des planites, et Ton s'est m^me assure que l'angle 
sous lequel on verrait de leur centre le demi-diamdtre terrestre^ 
est de plusieurs secondes. 

Supposons, par exemple, un observateur en^, ( fig. 5) sur lasur- 
fece de la Terre sph^rique, et considerons le Soleil S a rhorizon sen- 
sible : la parallaxe horizontale de cet astre sera^iSC; mais si le 
Soleil est elcve sur l^horizon, comme enS^j fangle^^Cs^a la paral^ 
laxe de hauteur, laquelle est evidtenunent pltis petite que lapremi^re^ 
en supposant que<S^fasse partie de Farc cKume, ou de celui que le 
Soleil decrit pendant sa presence sur I^horizon. Ainsi,1a parallaxe de 
hauteur decroit progressivement depuis Fborizon ou elie est a son 
maximwn^ )uaqu'au T^nit ouelie eat uuUe. Sqzi e£kt est tout entier 
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' La panalkte de declinajbon est lar difiTerence enfre la declmaison 
TTaie et h dectinaison apparente; il en est de m^me de la parallaxe 
d'ascension droite on ^tangle horairej et des autres parallaxes. En 
effet, soit r le point equinoxial dn Belier^ r /7 Teqnateur et P le 
pole* Si, par le Iieu vrai et le lieu apparent V de Fastre L, on 
con^oit deux cercles de d^clinaison PU'i\ PUt^ Tarc T/" de Peqaa- 
leur sera Tascension vraie, et Parc 'Xt Tascension droite apparente; 
etd^apres ladefinition ci*-dessus> /"/', mesure de Tangle spherique VPty 
aera la parallaxe d'ascensi6n droite ou d'angle horaire. De meme 
Tarc t'U' representant la declinaison vraie, tandis cpL^tU represente 
jla declinaison apparente , il suit de la que la difference de ces deux 
arcs serala parallaxe de declinaison. Enfin , Z etant le zenit du lieu^, 
et Farc ZU'U le vertical de Taslre £#,rangle ULU' sera la paraliaxe 
de hauteur^ et Tangle PZU' razimut de Tastre dont il s'agit, puis- 
que ZP est le meridien du lieu ui. 

' a6. M aintenant , si Ton consid^re Parc celeste r/T comme 
recliptique, et P comme le p6Ie de ce cercle, la plupart des denomi- 
nations precedentes changeront n^cessairement; car on voit bien 
que les ascensions droites seront des longitudes , et les declinaisons 
des latitudes : ainsi la parallaxe d'ascension droite prendra le nom de 
parallaxe de longitjude, et la parallaxe de declinaison, le nom de pa» 
rallaxe de latitude. Les etoiles sont depourvues de toutes ces esp^ces 
de parallaxea. 

37, A la rigueur, le rayon terrestre CA prolpnge dans le ciel, ne 
ae confondant pas toujours avec la verticale du point il existe 
aussi par cette raison deux sortes d^azimut : Fun est Fazimut vrai, 
qui est relatif au zenit geocentrique indique par le rajon de la Terre ; 
l'autre, razimut app^arent qui se rapporte au zenit de raeme deno- 
mination, et qui cst le seul qu*on observej mais nous n'aurons par 
}a suite aucune occasion d^avoir egard a la parallaxe d'azimut. 
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CHAPITRE VI. 

Du mouvement et des phases de la Lune, et de ses prin^ 

cipales indgalitds. 

XiA Teirei en decrivant flonorbe autour du Soleil, estaecompa- 
goee de sou sateUite , c^^Bt-a-dire de la Lune , qui , par 5on mou vement 
propre d^occideDt en orieut^ deorit dUe-BahSme une ellipse dont lc 
oentre de la T^rre pcoape un des foyors. L'orbe lujnire est incUoe 
i&ur PocUpiliqQe de 5* t»)viroQy et renc<H2fre cette courba cn deux 
points opposQS qu'on appeUe noeuds 4e Ja Luae^ ainsi laiigoe de§ 
poeuds estia droite qui joint o«s deux points. On eatend par luoeud 
asceadMt Q c^ui ^e traverse la Lune pour eptrer dans l!be^ 
raispbere boreal ou «uperieur; Taij^e eat lc noeud,descen4ojit . . 

La Luoe n^^stpouit IwnUxeus? par ^e^mejpie; eUe n'est visiblA 
que paroe que sa aurfaiCe sk fa pro^iete de.reflechir klumierequ^elti; 
re^oit directanesit du Soleili poisqu'eUe «'eolipse quamd la Terre esf 
inbei^posea entre eUe et cet astre. L'obaervatioQ repetee des tacUe» 
fixes et nombreuses qui sont repandues sur son disque » a fait •coa-* 
naib:equ'oUe nouBpv^nteapeu pr^s lex^^mehdioispyb^e^DMie les 
taches qui en avoisinent le bord 3 taaSuU ^'en £(pprocbent, tantdt 
eloignent^ Cebatancement, qui n'edt qu'appareat, se dcsigneisous I4 
nom tres «^pressif ^Jibratim : ii resulte de ce que Lvme, ca 
parcourant son aiirite dans Fespace de oe toome pas sur^llo- 
meme exactement dfins le meme tems. Ce mouvement de rota- 
tion a lieu^ comme celui dek Terre, d'occident en onent 

Les. astronocnes ^nt reconnu en outre que la Lune n'a pas 4'dt- 
mosphere sensible; ainsi eUe ne peut dtre babitee par des etres d^ 

notre uature. 

'. • • ' ' ' . 

ag. Lcs phases de la Ltme sont*1es diff&ren^ as^ccls stius les- 
quels cUe se prescnte a nons. Par cxcmple; elle est /7/em^''^aiid 
son disque est totalemcnt ^claire; nouvelle quand son disque est 
priv6 dc kfmierei et dans ses quartiers lorsqtfdte paraitcn demi^ 
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cercle. L'explication de ces diverses apparences, nc presenle 
aucune difficulte, si Fon fait attention que la revolution de la Lune; 
qui a lieu d'occident en orient, s'efiectue en beaucoup moins de 
tems que ceiie du Soleil dans le mSme sens ; car, en supposant 
la Terre immobile, le Soleil decrit son orbe en 365'^ environ, et 
la Lune au contraire decrit le sien en 27^ j. II suit de la que si un 
certain jour la Lune est entre la Terre et le Soleil, c'est-a-dire en 
conjonction, elle paraitra bientdt apr^sa Forient, par rapporta cet 
astre. Dans sa position primitive, clle repond au meme point du ciel 
que le Soleil , et sa partie eclairee est invisible pour nous ; alors elle 
est nouvelle. Un jour ou deux apr^s la conjonction la Lune pa- 
rai t en forme de croissant dont les pointes ou cornes sont tournees 
vers rorient. Peu a peu ce croissant s'elargit, parce que la distance 
angulaire de la Lune au Soleii, ou son elongation^ augmente de plus 
en plus. Lorsque cette distance est de go% la Lune est dans son pre- 
mier quartier; et lorsque la Lune se trouve en opposition ^ avec le 
Soleil, ou eloignee de Lui de 180"*, elle est pleine. Ensuite les mSmes 
pbases reparaissent, mais dans on ordre inverse; c'est-a-dire que 
c^uand la Lune est, par exemple, eloignee de a^o*" du Soleil, elle 
est dans sOndernier quartier, et pour lors la partie eclairee de son 
disque est a Torient. Ces quatre principales phases se succedent tous 
ies sept a huit jours, et prouventque la Luneest uncorps sensible- 
ment spherique. 

Observons que les points de conjonction et d'opposition se 
nomment les syzygies, et que les autres points par lesquels passe 
la 'Lune, ct c}ai sont a ^gale distance des syzygies se nomment 
les quadratures □. Quant aux points qui sont a egale distance des 
sjzygies et des quadratures, on les appelle les octans. 

La partic de cet astre qui est privee de la lumi^re directedu Soleil, 
n'est pas ceperldant tout-a-fait invisible , parce qu'eHe est un peu 
eclairee par les rayons solaires, que la Terre reflechit : c'esl cette 
hieur qu'on nomme lumiere cendree. 

II ne &ut pas croirc pourtant, d'apr^s ce qui precede, qull y aiC 
eclipse de Soleil a diaqoe conjonction, et eclipse de Lune a ehaque 
opposilion ; car le premier phenomene ne peut arriver que quand la 
Lune se trouve precisement entre la Terre et le Soleil, et le second 
phenom^d) que quand la Terre est precisement entre le Sofeil et 
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k Lune^ auquel cas celie-ci est plongee en tout ou en partie daus 
rombre de la Terre. 

5o. Nous ayons dit ci-dessus que la Lune, apres 27 jours j environ, 
revenait au m^me cercle de latitude ou elle se trouvait a son de- 
partj mais pour qu'elie rejoigne le Soleil il lui&ut au moins deux 
jours de plus, Ainsi il s'ecoule 29 jours i d'une conjonction a Fautre; 
c'est la ce qui constitue le mois synodique ou une lunaison. Plus 
exactement ce mois, qui est Fintervalle moyen enlre deux nouvelles 
ou deux pleines Lunes, = 29^12*44' 3". Le tems que la Lune em- 
ploie pour feire sa revolution siderale d'occident en orient est de 
37/7*43' la^; c^est ce qu'on nomme aussi le mois periodique. Dans 
Fusage civil on compte les mois synodiques alternativement de 29 
et de 5o jours; or, une annee lunaire etant composee de 12 lunai- 
sons, se trouve Stre de 11 jours plus courte qu'une annee solaire 
commune. 

31. La Lune a un mouvement tr^ irregulier dans son orbite ; 
cela tient a ce que son mouvement dliptique est sans cesse trouble 
par Faction du Soleil et des planetes environnantes. Les geom^tres 
et les astronomes, malgre leurs eflbrts, n'ont pu en donner une theorie 
coraplette ; mais il est des phenomenes qui n'ont point echappe aux 
observations; par exemple, on a remarque que les noeuds de Tor-- 
bite lunaire ont un mouvement retrograde irregulier et tres rapide , 
puisqu'ils parcourent recliptique en 18 ans ^ environ. 

32. On con^oit bien que pour connaitre exactement le lieu de 
la Lune^ c'est-a-dire sa veritable position dans son orbite, il faut 
d'abord, comme pour le Soleil, considerer son mouvement pure- 
ment elliptique, et ensuite avoir egard a toutes les inegalites secu- 
laires el periodiques qui afiTectent ce mouvement. La plus conside^ 
rable des inegalites periodiques t^iVevection, qui diminue requation 
du centre dans les sjzjgies et 1'augmente dans les quadratures; elle 
est proportionnelle au sinus du double de la distance angulaire de 
la Lune au Soleil, moins Fanomalie moyenne de la Lune; et la pe- 
riode est environ de 3i^ -^. Une autre inegalite assez grande se ma- 
nifeste dans les syzygies et les quadratures, et est proportionnelle 
au sinus du double derelongation; elle se nomme variaUon : sa 
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duree est d'aQe demi-4*evolution synodique. Enfia le mouvement 
* augulaire de la Lune s'accelere ou se rallentit annuellement, quand 

le Soleii s'eloigne ou se rapproche de la Terre; ce qui forme une 
Iroisi^me inegalitc designee sous le nom d^equation annuellej la- 
quelle a pour argument ronomalie moyenne du Soleil : sa p^riode 
est d'une annee solaire anomalistique (art. i4). 

A ces trois inegalites tres sensibles se joignent beaucoup d^autrcs, 
mais tres petites, que les tables lunaires donnent le mojen d^appre- 
cier j alors en les reunissant toutes a la longitude moyenne on obtient 
la longitude vraie. En Astronomie, les petites quantites qu'on ajoule 
aux valeurs mojennes, pour avoir les valeurs vraies, se nommcnt 
equations. 

Poor plus dc clarte, soit TJV^recliptique (fig. 8), P le pdle boreal 
^ de ce cercle, T le point equinoxial du printems, NL Torbite de la 

Lune, L son lieu vrai, et T la Terre. On aura par ies tables, la 
longitude TJV^du ntjeud , la distance dece noeud au perigee 
ranomalie vraie pZi, rinclinaisonlcZVX^derorbite, et par suite la ion- 
gitud^ TL\ 1« lalitude UJ et le rayon vecteur TL. 

33. Nous ne pouvons citer toutes les inegalites qui aflfectent les 
clemens de Torbe lunaire , parce qu'ii n'entre pas dand notre plaa 
de traiter cette matiSre avec tous les details dont elle est suscep- 
tible : nous ferons cependant remarquer encore, a cet ^rd, que le 
perigee de la Lune a un mouvement direct etirreguKer, et qu^il fdit 
le tour du ciel en g ans; que le mouvement des noeuds, dont nous 
avons dejA parle , est assujefci a une inegalite semblable a celle qui 
alfecte le perigee j enfin que le moavement du perigee et le mouve- 
ment des noeuds de Torbite iunaire se raUentissent tandis qne celui 
de la Lune s'accelere, 

L'analyse seule a pu faire dccouvrir les lois de ces inegalites et 
de celles qui afifectent la distance de la Lune a la Terre, «a lati* 
tude, rexcentricileetrinclinaison de Porbite lunaire. {f^oyez, pour 
de plus amples eclaircissemens, le Tf aite d'^stronomie physi^ue 
par M. Biot^ edition. 
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CHAPITRE m 

Delaprecession des equinoxes, de la nutation, de V aherration 
et du deplacement de Pecliptique. 

54. SuiVANT ce que nous avons deja dit (art. i4) , lespoints equi- 
noxiaux se deplacent dans le ciel, et leur mouvement a lieu contre 
rordre des signes. II resulte de la que les longitudes des etoiles aug- 
mentent progressivement de la meme quantite dans le m^me inter- 
valle de tems, par exemple, de 5o",i par an environ, tandis que leurs 
latitudes restent constantes; ii s'ensuit en outre que le Soieil arrive 
un peu plut6t aux equinoxes que si ces points etaient fixes. Or, les 
douzesignes du zodiaque, qu'il nefaut pas confondre avecses douze 
constellations , et qui ne sont, a proprement parler, que des points 
equidistans de FMliptique, participent necessairement du mouvc- 
mentdepoints equinoxiaux, et s'avancent comme eux d'orient en 
occidentd'une quantit^ angulairede 5o",i par an. Cest ce mouvement 
qu'on nomme precession des equinoxes. A Fepoque inconnue de 
rinvention du zodiaque, requinoxe du printems se trouvait dans la 
constellation d« Belier, et celui d'automne dans la constellation de 
la Balance; mais maintenant, par Peffet du mouvement retrograde 
de ces points , le Soleil se trouve au commencement du printems 
dans la constellation des Poissons. Selon Ics calculs les plus exacts 
des astronomes, les signes coincidaient avec les constellations zodia- 
cales enTan 417 avant F^re chretienne. 

En considerant robliquite de Pecliplique comme invariable et 
requateur celeste comme un plan mobile , la ligne des equinoxes 
fiiit evidemment decrire a celle des poles de requatcur la surface 
courbe d^un c6ne droit, puisque ces dcux lignes doivent toujours 
^tre perpendiculaires entre elles. t-es p61es dont il s'agit d^crivent 
donc chacun en s5868 ans environ, des cercles paraII61es a F^clip- 
tique j c'est la p^riode de la precession. 

Dans Fhjpothese infiniment peu probable de Pimmobilite absolue 
des points equinoxiaux; il faudrait admettre que toutes les etoilcs 
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ODt un mouyement commun et direct de 5o",i par an, puisque telle 
est la quantite moyenne dont 8'accroissent annuellement leurs lon- 
gitudes. La precession des equinoxes n'affecte pas la latitude, comme 
nousvenons de le dire; mais son eflet se porte sur rascension droite 
et sur la declinaison, ainsi qu'il est aise dc le voir.Nousaurons^par 
la suitc , a evaluer les variations qu'eprouvent ces deux dernieres 
coordonnees en vertu d'un changement survenu dans la longitude 
pendant un intervalle de tems donne : c'est en cela que consiste 1% 
calcul des positions moyennes des etoiles, 

35. Nous venons de considerer recliptique conrnie fixe dans la 
ciel; mais dans la realite elle se deplace peu a peu, etla diminution 
seculaire de robliquitederecliptique, constatee par Pobservation et 
la theorie de rattraction universelle, est d'environ 5o". De la la ne- 
cessite de rapporter recliptique apparente ou mobile a un plan fixe, 
pour connaitre dans tous les tems sa position dans Tespace. Ainsi 
prenant, par exemple, recliptique tjs de 1750 (figg) pour ce plan 
fixe , et T Q pour Tequateur ; au boul d'un certain laps de tems Teclip- 
tique aura pris la position iVjB', et requateur celle T^Q', en sorte 
que rintersection de ces deux grands cercles sera y". Alors robli- 
quite primitive a>, c'esta-dirc cellc qui avait lieu a Tepoque dc 1750, 
ne sera plus que o) — da>y en designant pardc» la diminution de cet 
^ngle, pour rintervalle de tems compris enlre 1750 et Fepoque 
Qhoisiej mais Tangle E^'Qi sera, a la seconde epoque, »+(/^'. Dans 
le mcme intervalle Parc tt' mesurera la precession qu'on nonune 
luni^solaire , parce qu'elle est produite par Taction combinee de la 
Lune et du Soleil sur le spheroide terrestre ; sa valeur annuelle 
est, suivant M. Laplace, de 5o",285 a fort peu pris. Maisreclip- 
tique, par suite des perturbations des autres planetes, ayant pris la 
position NE'y la precession que les astronomes observent reellement 
est mesuree par Tarc t,t", le point T, etant celuiou se trouvait 
requinoxe T en 1750. Cette secoude preoession, qui est annuelle-» 
ment de 5o",i valeur moyenne, forme ce qu'on nomme la preces'- 
sion generqle ou totale» II resuUe de la que le mouvement annuel et 
direct di^ point equinoxial en longitude estde 5o",a85 — 5o",i=o",i85, 
tandis que le mouvement direct du m^me point en ascension droite 
e.stdeo",2oi68.Nousdonnerons, par la suite,.des valeurs uume« 
ri^ues encore plu^ exactes de ces differentes quantite?. 
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36. La preccssion des equinoxes et robliquite de recliptique sont 
en outre sujettes a varier periodiquement : cette yariation ou ine- 
galite se designe sous le nom de nutation, parce que i'on a remarque 
que Taxe de la Terre ou du monde est doue d'une esp^ce de mouve- 
ment oscillatoire qui augmente et diminue alterDatiyement de 
et dans Tespace de 18 ans environ, Vobliquite moyenne de reclip- 
tique. On entend par obliquite moyenne celle qui aurait lieu sans 
ce phenomene, et qui ne serait alors affectee que de la diminution 
86culaire de 5o'\ II faut donc distinguer cette obliquite de Pobliquite 
apparente^ comme il feut etablir une diflference entre la precession 
mojenne et la precession vraie qui se compose de la premi^ro 
corrigee de la nutation. 

Cette nutation resulte de Vinfluence que la Lune exerce sur le 
spheroide terrestre; et comme elle deplace requateur, il s^ensuit 
qtfen general les ascensions droites et les declinaisons moyennes 
des astres eprouvent de petites variations periodiques ; il est donc 
necessaire deles evaluer pour connaitre les ascensions droites et 
declinaisons vraies. 

La periode de la nutation etant precisement celle du mouvement 
des noeuds de la Lune (art. 5i ), il etait naturel de penser, avant 
cl'appTofondir la theorie de ces deuxphenom^nes^ qu'ils sont neces- 
sairement lies Tun a Tautre. 

37. On peut, par nne construction geometrique, representer le 
double efiet de la precession et de la nutation lunaire sur la position 
des astres rapportee a l'equateur. Soit, par exemple, (fig. 10) TE 
recliptique, P'sonp6Ie nord, Cson centre,j3 Iep61e moyende Tequa- 
teur TQ; alors Tangle pCF' sera egal a robliquite moyenne (». Soit 
en outre pR le cercle que le p61e moyen p decrit en vertu de la 
precession, et aTrhTr' une petite ellipse tangente a la sphere celeste, 
dontle grand axe ah soutendant un arc de 19',^ soit dans le plan du 
cercle de latitude P'JB, dont le centre soit en et dont le petit 

axeTr^Vsriig",^"^^, ainsi quMl resulte de la theorie. Celapose, 

tandis que le pole moyen p decrit en 5i5868 ans le cercle de pre-* 
cession pR^ le pole vrai tt de requateur, ou son correspondant, 
celui de la Terre, parcourt, contre Tordre des signes et conforme- 
ment a la loi que robservation indique, rellipse de nutation 7nr'b. 
1. 5 
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L^obllquite vraie ou appareote de recliptique, qui sera a tout mo- 
ment representee par Tangle ^CP\ variera par Consequent depuia 
i^^g"^6ju8qu'a » — 9",6. Ainsi quand le pole vrai occupera IHine 
des extremites du petit axe ^V, robliquite sera seulement et la 
nutation en declinaison sera nuUe : au contraire, quand le pdle vrai 
arrivera a Fune des exfremites ab du grand axe, la nutation en de- 
clinaison sera, abstraction faite du signe, de 9^,6; tandis que la nu- 
tation en ascension droite sera nulle, 11 resuite de la que Tequinoxe 
Inoyen est Tintersection de Tequateur moyen TQ^ et de reclip- 
tiqne TE^; et que Tcquinoxe vrai est Tintersection de cette eclip- 
tique et de Tequateur dont tt est le p6Ie. 

Le Soleil produit lui-meme un phenomene tout semblable, mais 
dont les eflfets sont beaucoup plus faibles; cependant pour avoir le 
lieu vrai d'un astre avec toute la precision possible^ il est indispen-* 
5able d'avoir 6gard a cette nutation solaire. 

S8. Un autre phenom^ne non moins remarquable est celui de 
Yaberration; il est lel, que toutes les etoiles paraissent decrire an- 
nuellement de petites ellipses plus ou moins excentriques, et ne 
pas conserver exactement leurs positions respectives. 

On Texplique aisement , en Fattribuant a la sensation que le 
TOouvement de la Terre autour du Soleil et celui de la lumiere des 
astres produisent en m^me tems sur Forgane de la vue; car la 
transmission de ce fluide n'est point instantanee comme on Pa cru 
pendant long-tems. En efiet, i'on a reconnu, par une longae suite 
d'observations des eclipses des satellites de Jupiter, que ia lumi^ro 
met 8'i3",3 a parcourir le demi-grand axe de Forbe terrestre. 

Pour concevoir la raison de ce fait, soit S le Soleil (fig. 11), TP 
Torbite de la Terre, JT celle de Jupiter. Quand la Terre est en Tet 
Jupiter en cette planete est p opposition et plus pres de la Terre que 
si elle etait en conjonction, A^st-a-dire que si se trouvant toujours 
en J, laTerre etait en T*. Dans cet etat de cboses, lorsqu'un satellite 
L sort du c6ne d'ombre que Jupiter projette derri^re lui par rapport 
au Soleil, lalumi^re qu'il reflechit alors et qui arrive jusqu'a nous^ a 
parcouru, a Tepoque de la conjonction, tout le diametre de Forbe 
terrestre de plus qu'a Pepoque de Topposition. Or, d'apr6s la con- 
naissance exacte que Ton a des mouvemens celestes, on peutprc- 
direrinstant physique du commencement ou de la fin d'une eclipM 
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d0 cf»tte esp^ca^Mais ce phenom^ne parait toujours arriyer i&2&'y^ 
plus tard lors de la conpiiction que yers ropposition. La vitesse de 
la lumiSre est donc alors appreciable a nos sens; et puisqu'il est nar 
tUrel de la supposer uniforme , il s'ensuit que la lumiere parcour^ 
reellement le demi-grand axe de Torbe terrestre en 4g5'',a de tems. 

Cela ]^08e, si laTerre et un astre lumineux etaient en repos dans 
Pespace, il est 6vident que nous verrions cet astre dans la directiop 
meme du rayon qui nous en apporte Timage; mais si au contraire 
laTerre parcourt I'ecliptique dans une annee siderale, et par con- 
sequent un arc moyen de ao",35 dans ^gS",» de tems, sa vitesse 
sera comparable a celie de la lumidre : alors en m6me tems qu'une 
molecule lumineuse lancee d'un astre suppose immobile, d'une etoilo 
par exemple, firappera la retine, elle sera repoussee dans le sens du 
mouvement de laTerre, c'est-a-dire suivant la tangentea son orbite; 
et Voeil eprouvera une sensation composee qui sera representee p&r 
la resultante des deux vitesses dont il s'agit, et qui fera paraftra 
Tastre dans la direction mSme de cette resultante. II suit de la que 
nous ne voyons pas les aslres dans le lieu qu'ils occupent rt^elle- 
ment. L'angle que la resultante de la vitesse de la Terre et de la 
vitesse de la lumi^re fait avec ceQe-ci, mesure refiPet total de Taber- 
ration. Le plan de cet angle decrit donc annuellement une circonfe*- 
rence enti^re autour de la droite qui joint la Terre et Tastre; c'est 
la lephenomene observe. Dans le cas actuel, la pQsition apparente 
d'unastre n'est autre que sa position vraie affectee de raberration, 
comme la position vraie n'est autreque la position moyenne corrigee 
de la nutation. Toutefois il ne faut pas confondre la position appa- 
rente produitepar la parallaxe (art. a3) avec laposition apparente 
resultant de Taberration, ni avec celle a laquelle la refraction 
donne lieu. 

Sg. Independamment de ces mouvemens generaux, Ton a reconnu 
dans quelques-unes des etoiles les plus b^IIantes des mouvemens 
particuliers tr^s lents, mais que la suite des tems et de bonnes 
observations rendront plus sensibles. On est porte a croire, par 
analogie, que toutes les etoiles ont des mouvemens semblables qui 
se devoileront dans les si^cles futurs. Pour se rendre raison de la 
manidre dont les astronomes s'assurent de Texistence de ces mou- 
vemenspropres,ilsuffit de savoir qu'apres avoir observela position 
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apparente d'ane etoile, par exemple son ascension droite et sa 
declinaison apparentes, ils depouillent cette position de i'aberration 
et de la nutation dont elle se trouve affectee, afin de connaitre Tas- 
cension droite et la declinaison moyennes de cette etoiie pour la 
«i^me epoque. Or, une observation et une reduction semblables 
etant faites pour une autre epoque eloignee de la premiere , de 60 ans 
par exemple, ils connaissent de meme pour cette seconde epoque 
Tascension droite moyenne et la declinaison moyenne de Tetoiie. 
Alors si en deduisant une position moyenne de Tautre, a Taide de 
la precession moyenne bien connue, les deux resultats ne sont pas 
identiques, leur difference , en la supposant assez sensible pour ne 
pas etre uniquement attribuee aux erreurs d'observation , est le 
mouvement propre de Tetoile. Ce mouvement, tant en ascension 
droite qu'en declinaison, et dont la loi est absolument inconnue, etant 
divise par 60 , exprime par approximation le mouvement propre 
annuel. Ordinairement on le confond avec celui qui est du a la 
precession; ainsi dans les catalogues d'etoiIes, comme dans ce- 
lui que renferme la Connaissance des Tems, le mouvement 
annuel, soit en ascension droite, soit en declinaison, se compose 
de la precession et du mouvement propre 8'il y a lieu. On juge pap 
la comment, en Astronomie, Ton rend les observations comparables 
entre elles, lorsqu'eIIes sont relatives ades epoques differentesj c^est 
ce que Ton verra par ia suite. 
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Exposition ahregee du systeme planelaire. 

4o. A. mesure que les decouvertes se multipli^reut ea Astronomie, 
on sentit davantage la necessite de renoncer a rhjpothese de rim- 
mobilite de la Terre, pour expliquer les diverses apparences des 
mouvemens des astresj aussi le. syst^me de Copernic a-t-ii fini par 
triompher de toutes ies futiles objections des partisans de cetbe 
immobilite. Ce syst6me est appuje sur un des faits les plus remar- 
quables du mecanisme de la naturCi savoir : que la Terre accom- 
pagnee de la Lune, ainsi que toutes les autres planetes, tournent 
d'occident en orieut autour du Soleil, dans des orbes a peu pres 
circulaires. Or, il est prouve en Mecanique qu'un corps, en vertu de 
son inertie, ne peut se donner du mouvement, ni se priver de celui 
quMl a regu : il faut donc qu'une impulsion primitive ait lance les 
plan^tes dans respace, et que de plus il existe une force qui agisse 
sur elles, pour les ramener sans cesse vers le centre du Soleil; sana 
quoileurmouvementserait perpetuellement rectiligne.Mais rimpul- 
sion donnee^ quelie qu'ait pu en etre la cause, n'ajant pas sans 
doute ete dirigee par le centre de gravite de ces corps, il ont du 
prendre en outre un mouv^ment de rotation, comme il arrive a un 
balon lance dans Tair. £n efiet, Ton est parvenu a constater rexistence 
de ce deruier mouvement dans plusieurs des plan^tes et dans le 
Soleil meme , par robservation des taches adherentes a leur sur&ce. 

L'astronome Kepler, cherchant a connaitre les lois des mouvemens 
planetaires , trou va qu'il en existe trois ; ces lois , plutot verifiees que 
demontrees d'abord, sont essentieliement liees a un principe general 
de la nature, dont rimportante decouverte est due a Newton, savoir : 
que tous les corps se comportent entre eux comms s^ils s^attiraieni 
mutuellement en raison directe de leurs masses, et reciproquLe^ 
ment aux quarres de leurs distances respectives : telest le fonde^- 
ment de toutes les theories astronomiques. 

Quoique les lois de Kepler se trouvent enoncees dans la plupaxt 
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des elemens de Mecanique, cependant nous les rappellerons ici enr 
faveur de quelques lecteurs. 

1*. Le mouvement de la Terre, et celui de tautes les autres 
planetes, s^execute dans des eUipses ayant un foyer commun 
occupe par le centre du SoleiL 

a*. Les aires decrites autour du Soleil par le rayon pecteur des 
planetesj sont proportionnelles aux tems employes a les decrire. 

5*. Les quarres des tems des revolutions des planetes dutour 
du Soleil, sont entre eux comme les cubes de leurs moyennes 
distances d cet astre. 

La situatioD d'ane planete, ou son lieu dans Tespace pour un ins* 
tant quelconque, depend de sept quantites qu^^on nonune elemens 
du mouvement elliptique. Deux de ces elemens determinent la 
position de rorbite de la planSte; c'esl June part la longitude des 
noeuds de celte orbite, ou de ses points d'inlerseclion avecPecIip- 
tique, et de Tautre Vinclinaison de Forhite sur ce ptan, Lescinq 
autres elemens se rapportent au mouvement de la planete, et sont, 
la duree de la revolution siderale; a'. le demi-grand axe de 
Vorbite, ou la moyenne distance de la planete au Soleil; 3*. rexcen- 
tricite de Vorbite; 4'. la longitude du perihelie a une epoque 
donnee; 5*. la longitude heliocentrique de la ptanete^ ou son liea 
dans Torbite a la m^me epoque. 

4i. 81 les planetes etaient assez ^loignees les unes des autres, ou 
que leurs masses fossent assez petites pour que leur attraction reci- 
proque fdt nuUe, leur mouvement elliptique autour du Soleit serait 
parfliitement d'accord ayec les lois ^noncees pr^cedemment; mais 
Pecart entre 1'obacrvation et la theorie, que Pon remarque k Tegard 
de eertaines plan^tes*, prouve que Paclion des astres qiri les aroisinent 
irouWe xxtk peuleur mouvement. L^eflfet de cette action, que PAstro- 
nomie moderne sait mesurer, se d^igne sons le nom de perturba- 
tiens du mtmvement elliptiqtte^ comme nous Pavons d^ja dit. Les^ 
periodes de ees perturbattons sont plus ou moins longues. 

C'est arasst par suite de k gi^vitation universeHe qne fes orbes pla-- 
netairea eprouventdivcrs changemens d6voiIes par des observatious 
aurvies et faites avec le plu^grand soin; tefs sont ceux qui se mani- 
festent dans leurs excentricites, leurs inclinaisons sur Wcliptique,. 
omH q^e dans peaition de lears noeudsr et dc leurs perifaeties^. 
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leors grands axes seuls exceptes. Ces variatioDSse nomment inegali- 
tes seculaires, parce qu'elles ne deyiennent bien sensibles qu^apres 
un laps de tems assez considerable. 

42. Les planetes connues de tous tems, parce qu'on les apergoit a 
la vue simple, sont : Mercure 'J, f^enus Mars Jupiteripj 
Satiime t>; mais Von doit au telescope la decouverte recente d^Ura- 
nus Ceres 5 , Pallas % , Junon § , Vesta g. Cest aussi a Taide 
de ce precieux instrument qu'on a observe les satellites de quelques- 
tmes de ces planetes. Jupiter en a quatre^ Saturne sept, et de plus 
cette plan^te est entouree d'un anneau mince et presque plat, qui 
n'est lui-meme visible que parce qu'il reflechit la lumiere duSoleil; 
c'est ce que prouve en eSet Pombre de cet anneau sur le disque de 
la planete, et oelle de la planete sur la partie posterieure de Tanneau 
relativement au Soleil. Eofin Uranus possede six salellites. Tous 
les satellites tournent d'occident eu orient autour de leurs planStes 
respectives. 

Les lois de Kepler, auxquelles est soumis ie mouvement des pla- 
netes autour du Soleil, se manifestent dans chaque syst^me de 
satellites ; cependant elles sont loin , pour la Lune, de representer les 
observations, parce que ce satellite eprouve des perturbations de la 
part du Soleil, ainsi que le demontre la theorie de Tattraction. II est 
aussi des faits qui ne peuvent etre constates ou decouverts que par 
ranaIyseIapIussavante.ParexempIe,rillustre aut<eurde la Mecanique 
celeste a demontre que le moyen mduvementangulaire du premier 
satellite de Jupiter, pbis deux fois celui du troisieme, est et sera 
toujours egal d trois fois celui du second. 

Cest encore M. Laplace qui est parvenu a cet autre resultat tr^s 
singulier, savoir : que la longitude moyenne du premier sateUite 
de cette meme planete, moins trois fois celle du second,plus deux 
fois celle du troisieme, est exactementegaJed deux angles droits. 
On tire de la , entre autres consequences, que les trois premiers 
satellites de Jupiter ne pourront jamais etre eclipses a la fois. 

Les satellites , reconnus pour etre des corps opaques, sont eclipses 
quand ils se trouvent dans le cone d'ombre que leur plan^te projette 
derri^re elle, par rapport au SoleiL 

La perlection donnee aux tables des deux premiers satellites de 
Jupiter, permet de laire servir utilement les obseryations de ieurs 
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eclipses, a la determiQation des longitudes terrestres ; parce que les 
immersions et les emersions de ces corps celestes sont des pheno- 
m^nes subits qui, k Taide de bonnes lunettes et de bons yeux, se 
remarquent au meme instant phjsique en diflPerens lieux de la Terre. 

45. Les orbites de Mercure et de Venus sont renfermees dans 
celle de la Terre; ces deux planetes se nomment, pour cette raison, 
planetes inferieures : elles presentent des phases semblables a celles 
de la Lune. Mercure est difficile a voir, parce qu'il est tres pres du 
Soleil, et que souveni il est plonge dans ses rajons. Mais Venus, 
surpassant par son eclat et sa blancheur toutes les autres pla- 
neles,s'observe beaucoup mieux, et ses phases, vues au telescope, 
sont bien plus dislinctes. Cette planete s'eloigne du Soleil jusqu'a 
environ 48"; elle est connue vulgairement sous le nom ^'etoile 
du jour ou d^etoile du soir, selon qu'elle precede le lever du 
soleil, ou qu'elle parait apr^s le coucher de cet astre : on la voit 
quelquefois en plein jour a la vue siraple. 

Les passages de Mercure et de Venus sur le disque du Soleil , dont 
les durees sont sensiblement dilFerentes en divers points de laTerre, 
a cause de la parallaxe, ont servi a determiner celle du Soleil, et par 
suite la distance de cet astre a nous. On presume que ces trois pla* 
netes ont chacune une atmosphere. 

Toutes les autres planites sont dites superieures, parce que leurs 
orbites embrassent celle de la Terre, et que par consequent elles 
s'eIoignent du Soleil a toutes les distances angulaires possibles. Mars 
est leplus pr^sde nous; Jupiter vientensuite.On apergoit au telescope, 
sur les disques de ces deuxplan^tes, et sur-tout sur Jupiter, diverses 
bandes obscures, paralleles et changeantcs, ainsi que des taches qui 
deviennent plus ou moins apparentes. Ces changemens supposent 
une grande agitation a la surface de ces corps ou dans leur atmo- 
sphdre, puisque, malgre Fenorme distance a laquelle ils s'efiectuent 
par rapport a nous, ils sont encore sensibles. 

Mars cst d'une couleur rou^eatre; il presente aussi des phases, 
mais sousforme oblongue : celles de Jupiter sont insensibles a cause 
de son grand eloignement du Soleil et de la Terre. On a en outre 
observe dans Mercure, Venus, Mars, Jupiter et Saturne, un mou^ 
vement de rotation d'occident en orient, et a peu pres dans le plan 
dc leurs orbites. 



Digitized by 



LIVRE PREMIER. 



4i 



Satume , bien moins brillant que Jupiter, etait , avant la decouverte 
d'Uranus, aux confins du systeme planetaire. II est sur-tout remar- 
quable par son anneau, dont 11 est entierement detache; son disque 
parait toujours rond ; mais 1'anneau situe dans le plan de Tequateur 
de la planete, et qui, a cause de son obliquite, parait ordinairement 
elliptique, cesse d'etre visible quand il se presentea nous de profii, 
ou du moins on ne TaperQoit alors, a Taide d'une forte lunette, que 
comme un filet lumineux : on croit mSme que cet anneau est com- 
pose de deux couronnes isolees. 

La rotation dc ranneau et celle de la planete sont de mSme duree, 
et ont lieu d'occident en orient. 

La plan^te Uranus, decouverte en 1781 , a pu etre prise souvent 
pour une etoile, a cause de son peu d'eclat, de sapetitesse, et de la , 
lenteur de son mouvement. EUe decrit en 84 ans un orbe qui com- 
prend ceux de toutes les autres planetes. L'anaIogie porte a croire 
qu'elle estopaque, etqu'elle tourneaussi sur elle-m^me; mais jusqu'a 
present on n'a pu en acquerir la preuve certaine. 

Les autres planetes decouvertes plus r^cemment encore, sont, 
comme nous Tavons deja dit, Ceres, Pallas, Junon et F esta. On ne 
les apergoit, meme tres difficilement, qu'avec une tresbonne lunette, 
et tfestpourcette raison qu'ellesne peuvent interesserque les astro- 
nomes.Leurs orbites sont comprises entre celles de Mars et de Jupiter. 

Quoique les planStes paraissent se mouvoir tant6t d'occident en 
orient, tant6t en sens contraire ; que quelquefois meme elles sem- 
blent stationnaires (art. 6), cependant elles ont toutes reellement 
un mouvement direct comme la Terre. Ce phenomene de la retrogra- 
dation apparente tient a ce que les motivemens angulaires de ces 
astres et de la Terre sont inegaux, comme on peut le voir par le 
Tableau suivant, quidonne,oulre laduree des mouvemens de toutea 
lcs planetes; leurs distances au Soleil et leur grosseur relative, 
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NOMS 






DUREES 


DISTANCES 




de lears reyolutions 


moyennes 


DES PLANETES. 




siderales. 










87^,969 


0,387 


$ VenDs.... 






1124,701 


0,723 


J La Terre. 






365,a56 


1,000 








686,980 


1,524 








4333,596 


5,2o3 


T) Saturne. . . 


• • . 




10768,970 


9>53q 








3o688,7i3 


19,183 








1681,539 


2,767 








1681,709 


2,768 








»5.90,998 


2,667 




.:.| 




i335,ao5 


2,373 


Diametres planetaires> 


Yolumedy 


Durees 


celui de la Terre . 


celui de la Terre 


des rotations des 


^tanti. 






itant 1. 


Plan^tes. 


Le Soleil ©. 


109,93 


1328460,0 


25',50Q 


Mercure .... 


0,59 


0,1 


i,ooo 




0, 


97 




0,973 


La Terre. . . 


1, 


00 


1,0 


0,997 




0.56 




1,027 




11,56 


1470,2 


0,414 




9,Gi 


887,3 


0,428 






77>5 




La Lune([^.. 


0,27 




^7,322 



Oa se rappellera que les mouvemeDS autour du Soleil, et ceux de 
totation, s'effectuent d'occident en orient; et que dans ce Tableau 
Funite de tems est le jour moyen (art. i4). 

Yoici un autre Tableau des satellites eennus : 
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8ATELUTES D£ JUPITER. 


Distances moyennes, 
le diam^tre de la plan^te 
^tant 1. 


Durtei 
des r^volutioDS. 




1^,7691 
3,55 la 

7,iS4s n 
16,6888 n 


SATELUTE8 DE SATURNE. 


3' 4.89 

4' 6,27 

5* 8,75 


0^,943 
1,570 

i»668 
a,739 
4,5i7 
16,945 

1 79»33o * 


SATELLITES D*ORANOS. 


3* 19,85 


»,893 

8,707 . 
10,961 

i3,456 
' 38,075' 
107,694 



On voit par la troisieme colonne de la premiere partie dc cc 
Tableau , que la distance moyenne de la Tcrre au Soleii est prisc 
pour unitcj cette distance est egale au demi-gratid axe de Torbite 
de ia Terre. On exprimera en rayons terrestrcs les distanccs ren- 
fermees dans cette colonne, en les multipliant par aSS^S, nombrc 
qui exprime egalement en rayons terrestres , la distance de la Terre 
au Soleil; et sil'on multiplie en outre ces produits par la valeur du 
rayon de la Tcrre, qui est egala 6376710 mitres^ on aura ces memes 
distances en metrest 
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Des Cometes. 



44. Les cometes sont des astres dont rapparition est de peu de 
duree : elles traversent dans toutes les directions possibles notre 
systeme planetaire, et se meuvent toutes, sinon dans des orbites 
elliptiques tr^s allongees, du moins dans des sections coniques dont 
le Soleil est au foyer commun. Leur mouvement de translation, 
comme celui des plan^tes, est soumis aux lois de Kepier. 

La nebulosite qui enveloppe le noyau de la comete et le rend 
confus, parait etre son atmosph^re. A mesure que cet astre s'ap- 
proche du Soleil, la matiere qui compose sa ncbulosite se volatilise 
probablement de plus en plus par raction de la chaleur solaire, et 
forme cette trainee de vapeur lumineuse et transparente, connue 
80US le nom de queue, laquelle est toujours opposee au Soleil. Mais 
ce n'est pas la le caractere distinctif des cometes , car il en est qui se 
sont montrees sans ce phenomene. 

La comete tr^s remarquable de 1680 est celle qui s'est approchee 
le plus du Soleil. A son perihelie elle en fut 166 fois plus proche que 
nous; il est donc naturel de penser que la chaleur qu'elle eprouva 
fut 27556 fois plus forte que celle qui est transmise a la Terre , dans 
rhjpothese que son action s'exerce en raison inverse du carre des 
distances. S'il en est ainsi, les substances evaporables d'une com^te 
diminuent a chacun de ses retours au perihelie. 

Dans lestemsd'ignoranceetde superstition,lescomete8,ainsique 
les eclipses de Soleil et de Lune, etaient regardees comme les signes 
des plus grandes calamites. En 1775, la France meme, saisie d'une 
vaine frayeur, crut a la fin prochaine du monde, parce que Lalande, 
dans un Memoire qu'il venait de publier, indiquait celles des com^tes 
observees qui peuvent lepIusapprocherdelaTerre. Ilpensaitenoutre 
que,parreffetdesperturbationspIanetaires,queIques-unespourraient 
bien , a leur retour , la rencontrer et produire une terrible catastrophe. 
Cependant, la comete de 1770 qui, a cause de sa grande proximite 
de nous, devait ^tre la plus redoutable, n'a plus reparu, quoiqueles 
astronomes lui eussent assigne une periode de 5 ans et demi environ ; 
ainsi, a moins que quelque cause ne Tait feit disparaitre pour nous^ 
fcs perturbations qu'elle a du eprouver ont change considerablement 
les dimensions de son orbite; mais fut-elle revenue plus pres de la 
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Terrc, il y aurait eu des miiUons de probabilites contre tout evine- 
ment foneste. 

La difficulte dc predirc d'une mani^re certaine le retour d'une 
comete, tient a celle de determiner rigoureusement les elemens de 
son orbe, La com^te de i456, decouverte par Halley, est encore la 
seule qui ne laisse aucun doute a cet egard : elle reparaitra en i835 j 
sa periode est de 76 ans environ. Lorsqu'elle passa a son perihelie , 
son noyau, de la grandeur d'un oeil de boeuf, avait Teclat d'une etoile 
fixe, et sa queue, de couleur d'or, soutendait un angle de 6o*. Ce beau 
spectacle se reproduisit en i68a. L'elUpse que cette comete decrit 
est fort excentrique , car son grand axe est 56 fbis la moyenne dis- 
tance du Soleil a la Terre. Quant a la distance perihelie, elle est seu- 
kment les de celle-ci. 

Nous terminerons ici ces notions d'Astronomie , parce qu'eUes 
sont plus que suffisantes pour faire comprendre les methodes d'ob- 
seryationetdecalculque nous aurons occasion d'exposer. Mais ceux 
qui youdront acquerir des connaissances plus yastes sur cette ma- 
ti^re, et approfondir les theories dont nous n'ayons pu donner qu'une 
fiuble idee , deyront particufierement etudier VExposition du Sys^ 
teme duMonde^ ou le Traite eUmentaire d'Astronomie phy^ 
sique. 
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ANALYSE DES DEUX TRIGONOM^TRIES. 



CHAPITRE PREMIER. 

De la TrigoTwmetrie rectiligne. 

45. ISTous supposons dans cet ouvrage que le lecteur possede des 
connaissances assez etendues sur toutes les parties des Mathema- 
tiques elementaires; neanmoins nous croyons utile de rappeler lea 
principes generaux de la resolution des triangles rectilignes et sphe* 
^> riques, parce qu'ils servent dc fondement aux theories et aux me- 
thodes de calcul qui seront exposees par la suite. Nous donnerons 
memeplusieurs formules trigonometriques nouvellesou peuconnues; 
mais avant d'entrer en maliere nous allons presenter le tableau des 
principales fonctions circulaires qui s^emploient frequemment dan» 
les calculs trigonometriques, pour y effecluer diverses transforma- 
tions que les circonstances exigent. 

Soient p et q deux arcs quelconques d'un cercle dont le rajon est 
pris pour unile; on aura Ics formules connues 

sin {pdtiq)=, sin p cos q =t cos p sin q^ 
cos (/; do q) =cos p cos qzipsxnp sin q^ 

desquelles on tire aisement celle-ci : 

sin*/7 + cos*5 = i; 
a sin p cos g^^sin + + sin (p^^q)^ 
a cos ps\n q=:sin + -sin (p — g), 
a cosp cos^f = cos (p + q) + cos (p — ^), 
9 sinpsin 5=:cos (p — q) — cos {p + q)^ 
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stsinp cos mp = sin (m + 1 ) /1 — sin (m — 1 ) p , 
a cos p sin mp = sin (ot + 1) p + sin (m — 1) p, 
a cospcos mp=cos (m+ i)p + cos (//i — 1)/?, 
a sin/7 sin mp=cos (m— i)p — cos (77^ + 1) /7, 

sinp + sin 9 = a sin^ (p+g) cos|(p — ^), 
sin p — sin 9 = s cos i{p + q) sin i (p — 5), 
COS p+C0S5r=:aC0S7(/7 + g)C0Si (p — 5), 
cosp — 0035^ = — a sin 7 (p + q) sin ^ (p — 5), 

sin a j[>= 2 sin p cos p, cos /7=1 — 2 sin*Y p, 
cos 2/7 = cos* jp — sin^/7, cos /7 = 2 cos* 7/7 i, 

sin* /7 — sin* q = cos» q — cos*/7 = sin (/7 -f- 5) sin (p — j), 

cos*/7 — sin* q = cos (p + 5) cos (/7 — q), 

cos p cos 5 = cos» j(p — q) — sin* s (/7 + 5), 

sin p , 1 cos p 

tangp = — cotp = :^ = -r-^. 



secp=-^— \ cosecp=- * 



C08 p ' ■« sin p 

^ \r coa^pit^) I tangptang(y' 

tangJ3 + tang5=i^2i£±±>, cot + cot 5 = 2^iP±5>, 

' ^ * 00» p cos 9 ' * * sin p sm f * 

tangD — tanga ='"^P-"^\ cot » - cot a = — 2i^l£:=5>, 

° * cos p cos f ' ^ sin p 8in ^ ' 

f in p + smq tangyCp-f' ^) cos p + cos 7 cot { (p — 

iinp— .sinfl tangi(p — 9)* cosp — cos ^ tangj(p + ^) 

a^op + sicq^ 
secp — 86cf * 

??.E+?!M=:tangKj> + 9), !^5^'^=-cot^(p-.9), 

cosp + co« 9 ^ » V/' ~ Yy? C08 p— cos ^ * 3 ;> 

slnp-^sjng. ^ t^ng 1 ( n _o), = - COt i (P + 9), 

c©8p + co8^ ««"B.Vi^ cosp — C0847 "^^^^KF^HJy^ 



tang7p = — ; — cot^p=:- — ^ 

o 1 +cosp' ■•^ 1 



• cos p ' 



tangp 1 
Sin p =1 :;=-, COS p = -7===. 

^ /i+tang*p ^ t/i+tang^ 

Soit le quadrant; on a, suivant la diyision du o^cle en 36o de- 
gres sexagesimaux , 
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et suiyant la division du cerclc en 4oo grades ou degres decimaux, 

= loo^; 

on a en oulre 

sin 1*^ = 1, cos = o; tang = tang 45* = tang 50^ = 1, 
tang = tang go** = tang i^o^ = oo = rinfini; cot = o, 
sec i"^ = ^ = 00, cosec i*^ = i = rajon. 

£n general, 

sin (i^^ ±/?) = + cos Pj cos (i^ ± p) = =p sin /?, 

sin (a^^ ±j[?) = zp sin cos (2*^ ±/?) = — cos/7, 

sin (3*^ ± p) = — cos /7, cos (3^^ ±/7) = ± sin /;, 

sin (4*^ ±/7) = ± sin /7 , cos (4^ ±/7) = + cos/7. 

46. Voici les enonces des r^gles des signes qu'il importe d'observer 
dans Temploi des valeur^ trigonometrique^. 

1*. Le produit de deux quantites est positif ou negatif, selon que 
ces quantites sont affeclees du meme signe ou de signes diflPerens. 
Meme regle pour le signe du quotient de deux quantites. 

a"*. Le sinus,Ie cosinus, la tangente et la cotangente d'un angle 
moindrequ'undroit,sontpositifs. Generalement,lasccante a lememe 
signe que le cosinus, et la cosecante le meme signe que le sinus; 
puisque 

sec p= -^, et cosec p =-r^, 

■'^ coap «in p 

5*. Si un angle est compris entre 1 et a droits, son sinus et *sa 
cosecante sont positi&; toutes ses autres lignes trigonometriques 
sontnegatives. 

4". Tout angle compris entre a et 5 droits a son sinus et son 
cosinus negalifs, mais sa tangente et sa cotangente sont positives; 
en efifet Ton a 

. sin p . . c osp 

tane p = — et cot p = 

^ cos p * sm p 

5*. Lorsqu'un angle est compris entre 3 et 4 droits, son cosinus 
et sa secante sont positifs; ses autres lignes trigonometriques sont 
negatives. 

go, Enfin, le sinus d'un angle negatif, et compris entre o et a droits, 
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tst lui-meme negatif, et le cosinus est posilif oti negatif selon que 
cet aogle est aigu ou obtus. Quant aux signes des autres lignes tri- 
gonometriques, ils dependent eyidemment de ceux du sinus et du 
cosinus. 

Remarquez que la plupart des formules precedentes ne sont pas 
homogenes, parce que le rayon des tables, represente par Vunite, 
en est elimine ; mais, si Fon vcul, il sera facile de retablir Thomoge- 
neite, en designant ce rajonpar i?, et rintroduisant comme fecteur, 
ainsi que ses puissances, dans tous les termes oii le nombre de 
dimensions est moindre. Far exemple, ia premiere du tableau s'ecri- 
rait ainsi : 

iJ sin (p ± 5) =: sin pcosqdz cos psinq^ 
ct la troisi^me deviendrait 

sin*/?H-sin*y=ZJ*; 

cela est eVident. 

Le rajon des tables pris pour unite, &it que les logarithmes de 
sinus et cosinus sont ceux de nombres fractionnaires. Dans cette 
hypothese on a 

log 0,1 = 9,0000000 = log sin 5* 44' 2 1", oa , 
Iogo,oi = 8,0000000 = logsino. 34. M ,69, 
log 0,001 = 7,0000000 = log sino. 5. a6 , a6, 
log 0,0001 = 6,0000000 =logsino. o.ao ,63, 
etc. 

Cest ainsi qu'a rayenir nous considererons les logarithmes des 
fractions plus petites que runite, quoique quelques auteurs emploient 
a cet egard des caracteristiques negatiyes, ou des logarithmes en- 
tierement negatife ; voyez rexplication qui precWe les Tablcs de 
Logarithmes. 

Resolution des triangles rectangles. 

47. Ayant de considerer en particulier les triangles rectangles, 
cherchons les relations qui existent entre les c6tcs et ies angles d'un 
triangle rectiligne quelconque, et, pour cet eflFet, partons de ce» 
deux proprietes connues, sayoir : 

Dans tout triangle rectangle, i^, le quarre de rhypotenuse est 
egal d la somme des quarres des deux autres cdtes. 

1. 7 
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9*. Le cosinus d^un des angles aigus est egal au c6te adjacent 
dwise par Vkypotenuse, en supposant le rayon des tahles egal 
d Vunite. 

Soient designes para, i, c les trois cotes d'un triangle rectiligne 
quelconque( fig. la ); par -^, S, C les angles cpii leur sont respec- 
tivement opposes; par x le segment^Z?, forme par la perpcndicu- 
laire CDy et par ^ cette perpendiculaire ; on aura evidemment , 

= — jc% y^z=^a^ — (c— 

ct par consequent enegalant ces deux valeurs, 

a* = i' + c* — acx, 
ou a* = 6* H- c* — 52ic cos -^, 

a cause de x = i cos II resulte de la que le quarre d^un des 
cdtes d'un triangle rectiligne quelcongue est egal d la somme des 
quarres des deux autres cdtes, diminuee du douhle produit de 
ces mSmes cdtes multipliepar le cosinus de Vangle qu^ils forment 
entre eux^ en supposant toutefois le rayon des tables egal a I'unite 
et Fangle ^ aigu. 
Les trois equations cherchees sont donc 

«• = ft*-+.c* — fiiccos^ > 
A*=ta*-|-c* — ftaccosB \ (^); 
c*=a' + 6* — aah cos C ) 

ainsi, lorsque parmi les six partie^ d'un triangle trois seront con- 
Bues, savoir les trois c6tes, ou deux c6tes et un angle, ou bien deux 
angles et un cote, on pourra determiner ks trois autres parties. 

Lorsque le triangle ^BC est rectangle,ces equations se simpli* 
fient beaucoup ; en efiet , soit ^ s i^, on aura cos o, et partanl 



a»=i* + c* J 

c — acos5=o > 
b ~acosCx=:o j 



On retombe donc sur les deux th^or^mes desquels on est partt^ 
ce qui doit ^tre ; mais alors cos JBsr sin C. Ainsi de ces deux deraieres 
equations Ton tire 

sin C= cos C= -^; 
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rectiligne, par le moyen de deux cdtes et de Pangle compris; maia 
pour rendre &cile Toperation par les logarithmes, on met, au lieu de 
cos A sa yaleur i — a sin* ^ -^, et alors il vient 

= (6 — c)' -f 2 Jc sin* \ A 

La fraction ^*^/^'/) ^ pouvant en general 6tre plus grande que le 
quarre de Tunite, supposons-la egale a tang^G; dans ce cas Fon a 

a = (ft - c) [ 1 + tang- fl]^ = (±=f l 

Toutefois, la solution numerique ne sera rigoureusement exacte 
que lorsque la difference 6 — c sera grande; si cette difi^rence aa 
contraire etait tres petite, il faudrait substituer dans Fequation fon- 
damentale, pour cos-^ sa valeur acos* i — i, parce qu'il viendrait 



mais dans cette circonstance Ton doitavoir ^*^^^^y^ <i,sansqu(M 
la racine de a seraitimaginaire; nous pouvons donc supposer 

-^^=sm H, 
ainsi a = + c) cos 6. 

Ces solutions supposent que Tangle A est aigu; mais on voit 
bien comment il faudrait les modifier , si cet angle etait obtus. 

4g. Four trouver d'autres formules qui conviennent aux diflPerens 
cas des triangles obliquangles , tirons d'abord de la premii^re rela- 
tion {A\ cette valeur 

C^»^= Wc • 

€t substituons-la dans Pequation sin* ^ = i cos* A\ il viendra^ 
apres les operations convenables , 

. , . aa'fe* + aa V* + V — — ft4 — c< 
»m A , 
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€ette fortnole se rapporte au cas od Foo coimaft claiiz c6t6s b et 

Tangle compris C; c'e9t^-dire qu^elle donoe le maTea de trourer 

la demi-difierence des deux angles inconnus 2( : or, on a d'ayance 
leur derai-somme, puisque 7 (-^ -f 5) = — ^ Cj on a donc tout 
ce ^'il faut pour determiner ces angles , et il est eyident que 

le plus grand angle = ^ H 

le plus petit angle = ^*^^ — — • 

Si tes deu:c c6tes , 5 sont connus par leurs logarithmes , ainsi qu'il 
arriye frequemment dana la pr^tique, on pourra se dispenser de 
chercher les deux nombres correspondans pour calculer la formule 
precedente : voici ators cooMnent ilfaudra operen 

On considerera h comme les c6tes d'un triangle rectangle, et 
en designant par 9 Tangle oppose au c6te a, on aura 

tang^ = 2; 

cet angle sera plus grand qu'un demi-quadrant, puisque Pon dup^ 
pose a > i, et yoila pourquoi nous egalons a une tangente la quantite 

fractionnaire J j donc, a cause de tang ((? — bo^) = /^fat^l^s^ 7 
ct de tang 5o' = i , on aura 

tang((p-.5o') = ^-f; 

mais par ce qui precdde, ^ 

a — i taogC ^ ^ r)' 

donc 

tang (d.=^z=^ooKiC taag.(*— Sg'), 
formulequi donnera de meme ia yalcur de ^""J - ^ . 



5o. Maintenant, si dans requatioQ 

^ 4- — a» 

cos^=-:n_ i 

qui fait connaitro un angle au moyen des trois c6tes, Ton met, au 
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et a cause de '-^^ =tang i il s'ensuit que Ton aura 

5i. S'il etait necessaire de coiinaitre les segmens form^s par la 
perpendiculaire CD du triangle ^jBC (fig. la), on y parviendrait 
de la maniere suivante : 

De la formule primitivcment obtenue (art. 47) , savoir , 

a' = 6* + c' — 2CXy 
et qui peut s'ecrire ainsi : 

(a-f-i) (a — i) = c(c — ax), 

on tire cette proportion facilea graver dans la memoire, 

c:a + 6 :: a — bic-^ax. 

Cest-a-dire que quand la perpendiculaire CD tombe dans rinterieur 
du triangle, la base ou la somme des deux segmens est d la 
somme des deux autres cdtes^ comme la difference de ces memes 
cdtes est d la difference des segmens. 
Soit donc d cette dcrniere diffcrence j on aura 

le plus grand segment = 



le plus petit segment = 



12 

c—d 



63. On 8'assure bien aisement, par Tanalyse, que la seule connais- 
sance des trois angles d'un triangle rectiligne ne suffit pas pour en 
determiner les c6tes; car si dans les trois equations {A) Ton consi- 
dere a, i, ccommeles inconnues du probleme, et que Pon ajoute la 
premiSre equation a la seconde, la premi^re a la troisieme, et la 
seconde a cette dernierej ensuite que Ton divise respectivement ces 
trois sommes par sc, 2^, sa, Fon aura les equations suivantes du 
premier degre: 

c — 6 cos A — a cos J5 = o | 

b — c CO8 u4 — a cos C = o > (C). 

a — c cos B — b cos C = o J 

Mais parce quc ccllcs-ci ne reoferment aucun tcrme tout connu, les 
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CHAPITRE IL 

De la Trigonometrie spherique. 

Theoreme fondamental. 

54. Les principes pour la resolution des triangles spheriques de- 
rivent d'une seule equalion que Ton deduit natureliement d'une 
propriete des triangles rectilignes, representee par Fune des equa- 
tions (^) (art. 47). 
Soit ( fig. i3 ) la tangente et OD la secante de i'arc 
Soit dc meme la tangente et OE la secante de i'arc ^C. 
Si Ton designe, comme a Fordinaire, par ^,B, C les angles, et 
par a, c les cotes opposes du triangle spherique ^BC construit 
sur la surface d'une sphere du rayon 1, et dont le centre est en O, 
-le triangle rectiligne ^DE donnera, en faisant Z?£ = 

= tang* b -f - tang* c — a tang i tang c cos 

le triangle ODE donnera de meme 

:c*= sec' b + sec' c — a sec b secc cos a; 

soustrayant de cette cquation la premiere, ct faisant attention que 
sec' b — tang* i = 1, on aura , reduclion faite, 

, sin i sin c ^ cos a 

1 H 7 COS ^ r = O, 

* COS O COS C COS C09 c ' 

^t par consequent apres avoir chasse le denominaleur, 

cos a = cos b cos c + sin & sin c cos 

Telle est Tequation fondamenlale qu'il fallait trouver, et qui ferait 
-connailre le troisieme c6te d'un triangle spherique, si les deox 
autres c6tcs et Tangle qu'ils comprenuent etaient .dQon^« : eUe ett 
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faeile a retenir. La demonstration que nous venons d'en donner est 
due a De Gua, qui l'a publiee dans les Memoires de Vuiicademie 
des Sdiences (siUueei^S5). Lagrange et d'autre8 geometres celotrei^ 
Pant depuis adoptee dans leurs Traites de Trigonometrie : on en 
verra une nouvelle dans le Uvre IV, au chapilre des parallaxes. 

Une simple permutation de leltres fournit deux autres equations 
toutes pareilles j ainsi on a 

CQS cos ^ cos c + sin 6 sin c cos ^ 
cosi = cosacosc + sinasincco8J5 Wa). 
cos c=2 cos a cos b+ sin a sin h cos C 

11 ne s'agit plus que de combiner convenablement ces trois equa* 
tions, pour parvenir aux relations qui offrent le moyen de resoudre 
tous les cas possibles des triangles spheriques. 

55. Si de la premiere equation Fon tire la valeur de cos et 
qu'on rintroduise dans la relation sin* ^ = 1 — cos* on aura 

• • ^ a-f- C08* h cos* c — a cos a cos b cos c 

sm* = 1 r ^ i . ' ; 

sm* ^ sin* c 

reduisant les termes du second membre tiu meme denominateur^ 
mullipliant haut et bas par sin* a et extrajant la ractae, on ob- 
tiendra 

>r ^ — co«*a — cos»4 — co9*c +ac<waco86cotr) 

sm u± =sm a. — ^ : r , . ^\ 

sm a «la 6 im c * 

designant par M toute la fraction qui multqplie sin a, on pourra 
ecrire plus simplement 

an^ = Jfsina: 

et puisque M est une fonction symetrique ou invariable, quel que 
soit Tangle dont on cherche le sinus, ii est evident que Ton aura 
pareillement 

siniS = Jf sin 
sin C = sin c: 

de la 

sin : sin 5 : sin C :: sin a : sin & : sin (% 

ou bien 

sin A sin a sin^ sin a sinZ? sin & 

B~ sinh* sinC~sinc* sin C"** sin c' 
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ainsi les sinus des angles d'un triangle spherique sont propor^ 
tionnels au sinus des cdtes qui leur sont opposes. Cest en cela 
que consiste la proportion dite des quatre sinus. 

Mais pour proceder du simple au compose, examinons d'abord 
les proprietes des triangles spheriquesrectangles, quoique celles-ci 
ne soient que des cas particuliers des proprietes des triangles sphe- 
riques quelconques. 

Formules pour la resolution des triangles spheriques rectangles. 

56. Lorsque Tangle est droit, le c6te oppose a se nomme Vhy- 
potenuse, et les relations (a) deviennent 



cos a = cos h cos c 

cos h = cos a cos c + sin a sin c cos B 
cos c = cos a cos i + sin a sin h cos C 



II suit de la premiere relation que dans tout triangle spherique 
rectangle, le cosinus de Vhypotenuse est egal au produit des 
cosinus des cotes qui comprennent Vangle droit. 

Eliminant cos a des deux demieres, on trouye 

cos i=cos h cos*c-f-sin a sin c cos J5=cos h (i — sin* c)+sin a sin ccosB, 
cos c=cos c cos^ i+sin a sin h cos G=co8 c ( i — sin' i)-f-sin a sin h cos Q 

rcduisant et divisant tout par sin c, on a ces deux relations entre 
les trois cotes et un angle oblique : 

sin c cos & = sin a cos B \ 

sin h cos c = sin a cos C j ' 

xnais a cause de sin a = tang a cos a et de cos a = cos h cos c, ces 
nouvelles relations se changent en celles-ci : 

sin c cos h = tang a cos h cos c cos J?, 
sin h cos c = tang a cos h cos c cos C, 
d^ouPontire - _ 

tang c = tang a cos 5, 

tang h = tang a cos C; 

c'est-a-dire , i*. que dans un triangle spherique rectangle, la tan^ 
gente de Vun des cdtes de Vangle droit, diyisee par la tangente 
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ife Vhypotenuse^ est egale au cosinus de Vangle ohlique adja* 
cent d ce cote; a*. que les tangentes des deux cdtes de Vangle 
droit sont reciproquement proportionnelles aux cosinus des 
angles qui leur sont opposes. 

57. Nous remarquerons enpassant, que si, dans la pratique, il 
s'agissait de trouver Tangle B au moyen de rhypotenuse a et du 
cote c adjacent, on aurait a resoudre l'equation 

cos J? = cot a tang c; 

mais dans le cas oii Fangle B serait tres petit , les tables ne pour- 
raient le donner exactement par son cosinus. En le determinant au 
contraire par la langente de sa moitie, on aura toute Texactitude 

requise. Or, a cause de tang* jg = ^~^^ -J, on a, en substituant 

pour cos B sa yaleur^ 

tang c 

tjm^^ . p— taDga _ tanga~tangc _ sin(Q— c) 
^ * , tang c tang a -f- tang c sin (a+ c) * 

tang a 

Ct 



A I M - /ain (a — c) 



Un angle d'un triangle spherique etant toujours moindre que deux 
droits, \ B sera necessairement aigu; ainsi Ton deyra rejetter la 
racine negative,pui8qu'elle donnerait { B obtus. 

58. Si on combine les deux equations {a!*) par yoie d'addition et 
de soustraction^ l'on aura 

sin (6+c) = sin a(cosC+ cos 5) = a sin acos^^^^ ^^^(^T^' 
sin (6— c) = sin a (cos C — cos fl) = a sin a sin (-^^ ("T^* 

et si on divise maintenant ces deux resultats l'un par Tautre y il 
yiendra cette autre relation remarquable 

laquelle nous apprend que quand la somme des deux cotcs de Tangle 
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droit cst plus grande qu'une demi-circonference , la demi-somme 

des deux angles opposes est necessairement plus grande qu'un qua- 

drantj car tang et sin {b — c) ayanttoujours le meme sigue, 

tang —^' est positive ou negatiye selon que sin (&+c) est positif ou 
negatif. 

5g. Pour trouver d'autres proprictes, elevons au quarrc les pre- 
mieres reiations (a') (*"); ii viendra 

cos* b cos* c = cos* a , 

sin' c cos* b — sin* a cos* B) 

celles-ci etant ajoutces entre elles, on aura, en simplifiant, 

cos* b — cos^ a + sin' a cos* iS = i — sin* a sin' iS , 

par consequent 

sin* b — sin' a sin' B ou sin i = sin a sin 

c'est aussi ce qui resnlte de la proportion des quatre sinus, demontree 
a l'article 55; ainsi dans un triangle spherique rectangle, le sinus 
d'un cote de Vangle droit est egal au sinus de Vangle oppose 
multiplie par le sinus de Vhypotenuse. 

Go. En Trjgonometrie Ton entend par cas douteux celui oii l'in- 
connue est donnee par son sinus; parcc qu'alors le probleme est en 
general susceptible de deux solntions. Si, par exemple, dans le 
triangle spherique rectangle on connaissait b et J5 qui sont toujours 
de meme espece, et qu'on vouliit determiner rhypotenuse a, on 

Tobtiendrait par la formule sin a = ; or , le sinus d'un arc 

* sin iO ' ' 

moindre qu'un quadrant etant le merae que celui d'un arc qui en est 
le supplement, on ne saura si a est aigu ou obtus. II existe donc 
deux triaugles rectangles qui satisfont aux donnees du probleme. 

6i. Puisque Ton a, par ce dernier principe, 

sin b — sin a sin J5, 
sin c = sin a sin C, 

ou obliendra , en divisant ces deux equations respectivement par 
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celles («") 

* ^ 8in c 



ainsi dans un triangle spherique rectangle , la tangente d'un 
angle oblique est egale d lu tangente du cdte oppose, divisee par 
le sinus du cote de Vungle droit adjacent. 
On sait de plus, par ce qui precede, qae 

cosJ? = ;iBif, cosC=?^J^, 

tanga' tang a' 

. ^ sin c • ^ 

SIQ C = , Sm jB= . 

sin a' sin a 

Divisant les equations sup^rieures par celles inferieures, et faisant 
les reductions, il vient, a cause de la premiere relation 

cosB tanff c sin a i cos C tanc b sin a 

-T-7, = —2- . = COS 0. -r— ^ = —2— . = cos c: 

sin C tang a sm c ^ smB tang a sin ' 

donc, dans un triangle spherique rectangle, le cosinus d'un des 
cotes de Vangle droit est egal au cosinus de Vangle oppose, di-- 
vise par le sinus de Vangle ohlique adjacent. 

'Enfin, multipliant Tune par Tautre les equations (a!")y on a pour 
produit 

tang B tang C = — ^ = — , 

^ o cos b cos c cos a 

ou bien 

cos a = cot B cot C. 

De cette relation Fon conclut que le cosinus de Vhypotermse est 
egal au produitdes cotangentes des deux angles obliques. 

6a. Considerant toujours le triangle ^BC rectangle en on a 
d'une part 

sin 6 , j ^ ^ tane c 

sm a= -r-s, et de rautre, cos B = r-^; 

sinB^ ' tanga' 

puis qhangeaat les tangen leis en sinus et cosinus , il vicnt 

-n • ain 

sm c cos a = cos B cos c sm a = cos B cos c -:— 

8inB 

Mainteoant si 1'on substitue pour sin a et sin c cos a leurs yaleurs 
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dans la formule connue 



sin (a — c) = sin a cos c — cos a sin c, 

* 1 1 — cos B . B 

on trouvera, a cause de — . ^ = tang — , 

' sin D a » 

sin (a — c) = sin b cos c tang — , 



resullal qui, en y mettant au lieu de cos c sa valeur deviendra 

B 



sin (a — c) = tang J cos a tang 



Si on change les i en c et vice versdy dans ces deux dernieres 
formules, on aura sur-le-champ 

sin (a — i) = sin c cos i tang — , 

sin (a — J)=tangccosatang — ; 

ce qui fera connaitre Texces de l'hypotenusc sur un des cotes de 
Tangle droit. Ces formules ont cte donnees pour ia premiere fois par 
M. de Prony, mais sans demonstration. En voici deux autres qui 
s'obtiennent par le meme procede : 

cos (a — c) = cos + sin i sin c tang \ 5, 

. / X tane b cos c tang i B 

tang (a — c)= —r-f — r-. — i~T-h\ 

' 1 -|-tang 6 sia ctang ^ 

mais ieur forme rend 1'emploi des logarithmes moins commode. 

63. Voila tout ce qui concerne la resolution des triangles sphe- 
riques rectangles. En ayant egard dans les formules, aux signes qui 
doivent affecter les valeurs de sin, cos, tang, etc, d'un angle, on ne 
seranuUementembarrassesurrespecederangle ou du cote cherche, 
dans tous les cas qui ne sont pas douteux de leur nature. Uequation 
cos a = cos h cos c, par exemple, nous apprend que chacun des 
trois cotes d'un triangle spherique rectangle est plus petit qu'un 
quadrant, ou quesi deux cotcs sont plus grands que loo', le Iroi- 
sieme sera necessairement plus petit; ou enfin que si les deux c6tes 
de Tangle droit sont d'espece differente, Thypotenuse sera plus grande 
qu'un quadrant. 

De meme^ par Tequation tang B = ^^ious voyons qu'un 
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angle oblique est toujours de meme esp^ce que le c6te qui lui est 
oppose, puisque sin c est constamment positif. 

Formules pour la resolution des trianffles spheriques ohliquangles. 

64. La recherche des formules pour la resolution des triangles 
spheriques en gen^ral , ne donne lieu a aucune difficulte d'analjse. 
P'abord, des equations fondamentales (a) Ton tire 

^ ^ coa a — C08 b coa c 

cos ^ = . , . 

sin b sin c 

n cos b — C05 a cos c % 

COS B = : : ) (B); 

sm a sin c / ^*^^ ' 
^ cos c — cos a cos b 

COS C = : r-T 

sm a sm b 

chacune de ces equations fait connaitre un angle d'un triangle sphe- 
rique, lorsque les trois c6tes sont connus; mais comme elles ne se 
presentent pas sous une forme commode pour les logarithmes, il est 
neccssaire de leur &ire subir les transformations suivantes. 

D'abord remarquons qu'a cause de i — cos ^ = asin» f ^ et 
de 1 + cos ^ = acos* j les relations (/3) fournissent ccs six 
autres : 

sin 6 sin c ■ ' 

cosfa— c) — cos & • • 1 

X ~cos5= — — = 2sm* j B. 

sin a sin c * • 

^ cosCa— i) — cosc • . • 

1 — cos C= — ^-r — T-T =asm* \ C, 

sinasino ■ ' 

, ^ cosa — cos(6 + r) . , j 

1 +COS^= ' u ' — 2C0S* 7 

• ain o sin c * ' 

, -n COsi — COS (a + c) - , -n 

1 -f-cos 5 = ^ = acos* 1 5> 

' ttinasinc * ' 

, ^ cos c — cos ra4- &) • i 

1 +COS C= : = 3C0S* ^ C; 

' sin a sin o * ' 

puis decomposons en facteurs les numerateurs des seconds membrcs 
en vertu de la formulc rappelee precedemment^ il yiendra 

.1. ^ ^ 
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■ sm 6 sm c 

sin- i C == — ^--^— i-V^ ' 

* sm a sin b 



(>) 



smasm c 

» sm asmo 

Ces six valeurs pcuvent se combiner de plusieQrs manieres diffe- 
rente8--En divisant Puiie par raotre celles qui se correspondent, oq 
trouve » 

t^n^T. ' v/ — sinKg4-&-c)smi(a+ c>-&) ^ 
^~sini(a+fc + Osini(^ + c-a)' | 
. II sin i- (g + &— c)sm j (& + c— a ) T , ,v 

lang — sinKa + ^^ + O^nK^ + c-A)' f '^^^^ 

. r> — sin jr (g + c — fe) sin i (& + c — a) 1 
tang ¥ ^ — «ini(a+* + c)sini(a + Z>— c)' J 

Ainsi on pourra obtenir un angle d'un triangle spherique enfonc- 
tion des trois cetes, cn calculant le sinus ou la tangente dc lamoitie 
de cet angle. 

Maintenant , en multipliant deux a deux les relations (y) on trouve 
aisement, apres avoir extrait la racine quarree, 

.in^^sinXB^siniC-M^l^ c<^^,Aco,iB=^r.{e^^^^. 

^mU^y^^C^^sx^^B^^^m^, cosiAcoski^smilt^^^^^. 

siniBsiniCp=sin^- ^'"^^;;^r^\ co.iB<^iC=:^\J'^^^^^, 

aini^cosig^cosiC '"'^;^;-*^ cosi^sinii5=cosiC!iSi^-l 

«ni^^cosiC^oosiS^-iili^gl^l cosi^siniC=cosiB^2i^=^. 

«ni5ce«i(^osi^iiJi^^. co8i5sinifccosJ^-i2i^-=^, 
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RenarqncK qna quand on a obtenu b premiere relation de chaqae 
syst^me, il suffit d'une simple permatation de lettres pour aroir ies 
deux autres relatioos. 

Afin de parvenir aux consequences les plus utiles, nous tire- 
rons d'abord de ces dernieres rebtions les y^deurs- suivantes : 

sin i (^-|-5)=sin4^cos iB-f-cos^ ^siniB=co6iC^2^^^, 
siniC-^— 5)=sini^eosiB— cosi^sinifeeosiC^—^, 
cosl(^-F5)=cosi^cosiS— sini^sinife8iniC^^^"i^,i 
cosK^— B)=cosi^cosi5+sini^8in| B=sin '-^^^1 

lesquelles s'obtiennent fecilement, en ayant egard aux formules 
de Tarticle 45. Ces yaleursreH^rquables sont dues a M.Delambre, 
quiles a demontrees d'une autre maniere. On en tire sur-le-cliamp, 
en diyisant la premiSre par la troisieme , et la seconde par la qua- 
tri^me, 

teBgi(^ + S) = cotiC^£ig^; 

taiigi(^-B)=*cet^C^ig^. 

Puis cRvisairt la qtiatriime par la troisieiBe , ct la seconde par la prc- 
roiere, on a 

tangKaH-*)«tan|fic^-^^4g^|. 

» ^ 1 \ M w sin i — B) 

tadg ^ - ft) « t w g i c ^j^^ 

Telles sont jes quatre analogies de Neper. Les deux prcmieres 
servent a trouver deux angles d'un triangle spherique dans iequel 
on conBak le^ deox c6{es c^pos^ et Faogle ecmpris; en t&t 
Vou a 

le ptas grand anglLe -^ = ^^^^ ^ ^^^f 

et le pliis petit saigle jSf =^^~4 — ^T^ '' 

lics detrx a«tres tfnalogJes s'empleie»l potir trower deux cdt^ 
lorsqu'on a deux angles et le cdle adjacent . 
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On arrive a ces formules, aux deux premi^res par exemple, par 
une metbode plus simple, ainsi qu'ii suit. 

II est d'abord a remarquer que d^apres TarL 45 , 

taDgi(^+g) = ,,3^Xco3 :5' 

et tangK^-g)= eos^+co» -g' 

ainsi il ne s'agit que de rendre les seconds membres de ces egalites 
fonclions de a, ietc. Or, si entre ies premiere et troisieme equa- 
tions (flt) l'on elimine cos c, il viendra cette relation entre cinq par- 
ties d'un triangle, 

cos A sin c + cos Csina cos h = cos a sin ^ j 

par consequent, changeant ^ en £ et a en 6, on aura 

cos sin c = cos a sin & — cos Csin a cos A, 
cos i? sin c = cos 6 sin a — cos Csin h cos a, 

et ajoutant ces deux equations, il en resultera, reduction &itey 

sin c (cos A 4- cos -B) = (i — cos C) sin (a + h). (m). 

D'un autre c6te, par la regle des quatre sinus (art. 55), on a 

sin c sin = sin a sin C, 
sin c sin i3 = sin h sin Cj 

ajoutant et soustrajant ces deux equation&^ il vient 

sin c (sin ^ + sin J5) = sin C (sin a + sin ft), 
sin c (sin A — sm B) = sin C (sin a — sin ft)j 

divisant successivement celles-ci par la precedente (m), on a 

8\nA + 9mB ain C /ain a + ain&\ 

cos ^-j- cod 1 — cos C \ sin (a + b) )' 
sin A-^smB ^ sin C /sin a — sin b\ 
cosZT+coTB ™ i — coa C \ ain (a — 4)/* 

enfin transformant ces valeurs a Taide des relations de Tart* 45, od 
trouve comme ci-dessus , . 



LIVRE DEUXI^ME. 69 
tangH-^ + B) = cotiCS2i|^>. 

taDgi(^-B)=cotiCig|g=4]. 

etde la cette propriete remarquable, 

tang I (^j4 + B) _ tang i(a + b) 
tang i — iO tang i (a — ty 

65. Lorsqu^on n'a pour bul que de determiner un des angles 
inconnus, Fangle ^ par exemple, on Pobtient directement de la 
maniere suiyante : 

Mettant dans la relation 

cos sin c == cos a sin & — cos C sin a cos 

trouvee precedemment, pour sin c sa valeur ^^"^^^^ > on a de 
suile 

cot sin C= cot a sin 6 — • cos C cos i, 
et par cons^quent 

. ^ cot asinb m, n ^ l 

. COt -df = r-T^ COt C COS 0. 

8111 C 

Cette formule donne donc immediatement Tangle ^df, au mojen de 
deux c6tes cohnus et dePanglequ'lIs comprennent-Changeantudf en 
a en et reciproquement, on a de m^me 

. ^ cot ft sin a . . 

cot B = — .— ~ cot C cos a. 

66. Les relations {y) nous ont proeure, par leurs combinaisons , 
plusieurs formules remarquables; on en deduit aisement eincore 
d'autres : par exemple, en multipliant entre elles celles qui se^ 
trouvent sur la premi^re ligne, puis prenant la racine quarr^ et 
doublant le produit , on a, en faisant d'ailleurs a + & + c = a^, 

a Sin i ^ COS i ^ = Sin ^ = ^C«inM «in ( s-a ) sm(5-&)8in(5-c)]^ 
• sui o sin c 

or, en rapprochant cette valeur de sin ^ de celle de Fart. 65, on 
Vdit evidemment que 

4sin(^)sln(^ — a)sin(5 — &)sin(^— c) 
= 1 — cos' a r— co8* h — cos* c + acbs acos h cois c. 
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11 n'est pas plus difficile de recoDoaitre que lesrelations {y) et {y') 

donnent 

et 

. ^ t 1 vsin(5 — a)sin(5 — fc)Mn(5 — c) 

tang \ A tang i i? tang ^ C== ^ ^ . .-A^' > >' 

8itt (5) l/ sin (j ) 

Si on les divisait deux a deux on aurait encore des relations tresre- 
marquables. • 

Afin de varier lcs combinaisons , cherchons les expressions de 
sin 1 (-^+S— C) , de cos i (^+5 — C) , et de tang 1 + B — C), 
D'abord 

sin \ {^+B-- C) = sin J (-^+J5) cosi C— cos ^ (-^+5) sin^C; 
et a cauBe des equations (</^), il Tient 

1 J? r»^ cos* i C cos 1 (fl — ft) — sin*^ j C cos + &) 

sm ^ (^ + B — C) — ^^-^T^ 

cos| (g— &) — sin*^ C[co8^g — b) +coai (^4-^)^ 

cos i c ^ 
^ sin ^ asin I i+GOS 7 <z cos.j 6 cos C 
cos i c 

jyun autre cote 

c«i (^ +iB — O cos i (^+ i?) oosi C -f-siii i (^ 4- 5) «in i C 
se change par le meme proc^6 , en 

COS ^ (A^A-B-^ C) s=± "'^ 1 ^ ^ CCcoa-^ + C08 i (g — &)] 

» V "T* y cos 5 c 

cos.|gcog ^.fra n C ^ 

eos-2C ' 

partaht^ 

taafii fjrf + iB ^ C) ^ ^ + ^^? V .^^^ ^ ^ 

cos JacosiDsinC 

• tapgy it tfang i 8 -f C06 C 

. sin C 

Pouf expnmei: tang ^ (^ + F — C) 6n fonclion des trote tjdtes 
seulement, multiplions et divisons a la foia sa valeur precedente par 
4sin I a sin 1 6 ; il viendra , en faisant attention que i2sin ^ a cos 7 a 
=: sin a, 

tflTKT • » ^ 4ain ^ig^in^&^8iHO5m& t!;08 C, 
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puis ^miaons cos C au rniojen de sa yaleur (jS), et remplagons 
48in*|ir mi^i h par Je pr(Hkiit (1 ~co8ii) (i< — cQS^r); alors nous 
auroQs 

' ( ^JUH C\ (l COSQ) (1 C0 8&)+C08C — C08QC08 3 

\ + co8 c — cos a — cos b 

I ■ __«L— — — — — — — — — — — — • 

expression dans laquelle il ne s'agit plus que de substituer a la place 
de sin C sa valeur " ^^^"^-^^ ^ - cos' c+ ^osocgT^ ^^^^^ 

fiiQ a sin o ' 

vee a rart 55. Soit donc M toute la quantite radicale , on aura 

t f j0 %^ n n\. * + cosc — cos a — cos* 

tangl(^ + B — C}= -« , 





M 


1 + cos b 


— cos a — cos c 




M 


1 + cos a 


— cos b — cos c 




M 



Ges fbrmules elqgantes, demoiitrees d'Qne toute autre manif&re 
par M. Legendre, ont servi a ce savant geometre pour determiner 
la position ilu pole du cercie circonscrit a un triangle spherique 
{Geometj note X). Soit, par exemple (fig. i4), O le p61e du cercde 
qui passe par les aommets desangies du triangle spherique u^BCi les 
arcs de grand cercIeudfO, OjB, OC seront egaux, etles perpen- 
diculaires abaissees du point O sur cbacun des c6tes, tespartage- 
ront en deux parties egales. Si donc x designe Tangle inconnu O^B^ 
on aura, a cause des trois tfiangles isosc^les dont se compose le 
trianglepropose, 

angle ^CO = ^ — , 
angle 500= B —Xy 
el partant , Cc= {A — x) + (J5 — x) , 

A+B — C 

ou biaft X2=— -I- ; 

•3 ' 

Fangle x pourra donc s'evaluer, si les trois cotes «, fe, c sont con- 
nus. Quanl a Parc >/0=2l, on Tobtiendra par la formule 

tanc R = ^ ^ = 48in ^asinifesinic ^ 
^ cos X M ^ 

Voyez d'ailleurs la note citee. 
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67. On sait qu'un triangle spherique cst determinc de grandeur, 
quand on connait le rayon de la sph^re a laquelle il appartient, ainsi 
que deux de ses cotes et l'angle qu'ils forment entre eux; car par 
Tune des formules(a) Ton peut obtenir le troisi^me cpte.Un triangle 
'de cette esptee est aussi determine de grandeur, si, outre le rayon 
de la sphere, on connait deux angles et le cote qui les joint. Cher^- 
chons les formules relatives a ce cas, et pour cet efiet reprenons la 
relation 

cos ^ sin c = cos a din ^ — cos Csin a cos h. 
On voit qu'en y mettant pour sin a et siil c leurs valeqrs respecti vcs 

sm ^ • sin ^ 

cos A sin C= cos a sin £ — sin A cos Ccos J j 

changeant en B et a en et vice versd, on a pareillement 

cos S sin C— cos h sin ^ — sin B cos Ccos aj 

puis ^liminant cos h entre ces deux cquations, il vient pour la re^ 
lation cherchee , 

cos A = cos a sin B sin C— cos S cos C j 

on a donc 

cos ^= cos a sin 5 sin C — cos B cos C | 
cos B = cos b sin ^ sin C — cos ^ cos C > 
cos C = cos p sin ^ sin JB — cos ^ cos B \ 

Ce syst6med'equalions est analogueii ccluique nous avons designe 
par (a), et il est remarquable que Tun se deduit de Pautre, en ecri- 
vant ^BCdiii lieu de abCy et reciproquement ; les cosinus etant tou- 
tefois affect^ du signe negatif l.a propriete du triangle polaire ou 
mppl^mentair^ donqe lieu a la m^me consequence ; car si B', C 
sont les angles de ce triangle, et a\ fe', p' les cotes opposes, on a 
{Geomet. de M. Legendre, propos. IX, liv. VII ) ces relations ; 

= aoo' A' = aoo<^ a, 

V = aoo — By 5' = 200 — hj ^ 
d aoQ — C, C = 300 — cj 

P)ais nous savons que 

pos q! ;= cos V cos d + sin V sin c' cos 
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par consequent 

cos (200 — • = cos (aoo B) cos (200 — C) 

+ sin (aoo — 5) sin (aoo— -C)cos(aoo— a), 

et enfin, comme ci-dessus, 

— cos -d? = cos B cos C — sin J5 sin Ccos a. 

68- On peut donc appliquer la regle que i'on vient d'enoncer, a 
toutes les formules demontrees jusqu'a prescnt, ou bien traiter 
analytiquement les formules (e), comme nous avons traite leurs 
analogues (a) : de Tune ou de Tautre mani^re, Ton parviendra a de 
nouveaux systemes d'equations qui completeront la resolution de 
tous les cas de la Trigonometrie spherique. Pour nous borner aux 
expressions les plus iitiies, nous remarquerons d'abord que Ton a 



1 - cos ^ = - ^^p+^d. = 

8in BamC 



asin' ^ a, 



1 + COS = 3in/?sinC ' = ^^^^ • 

mais en general 

cos p 4- cos q = acos ^^^ CTO ^ 

— cos i iJ + B+C)cosi{B+C^jf) 



amsi 



a = 



sin ^ sin C ' 
cos B ^ C) cosi(A + C— B) 

8in B siaC • 
— cosi(A + B+C) cos{(B +C^jf) ^ 
C03 ^ (A + B— C) cos i (A'+ C—B) ' 

Tune de ces Irois formules donnera un cote au moyen des trois 
anglesj ainsi, par la premi^re, on a 



cos* I a : 
tang* i a i 



sm 



^ /—cosi(J + B + C)cosi(B+C—jf) 

sin ^ sin C 



Si la quantite qui est sous le signe radical etait n^gative , comme 
elle leparait d'abord, il serait impossible de determiner la valeur de 
sin ia : cette valeur est cependant toujours reelle, car en general 
sin (x — i^) = — cos 5C; donc 

quantile qui est toujours positive, parce que ^ H- -B + C etant 



sm 



1. 



10 
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necessairement compris entre a<i et 60, on a 

i^jt|ilf-,.,>ott<a^ 

D'ailleurs le cote d'iin triangle spherique etant plus petit que la 
somme des deux autres, on a, par la pi*opri^te dutriangle polaire, 
a<i— ^< 2<i — 5 + a<i~C,d'ou^^tl£r^< iQj angle dont le 
cosinus est positif. 

6g. Nous pouvons maintenant tirer des consequeiices semblables 
a celles des art. 56 et 66, savoir, quc 

. , 1 — cos^A — cos^B — cos' - S2coa Acos Bcos C 

gjn- a « c > 

-*4C085 C08 {S-^jf) C05 jS-^B) C03 (S^C) 

•~ B sia* C ^ 

a5 designant la somme des trois angles. 
70. Si au lieu des formules 

tangi(a-i) = tan6;c?=.i^4 

qui, comme nous Tavons deja dit, servent a trouver a la fois deux 
cotes d'un triangle spherique, au mojen du troisi^me c6te et des 
deux angles qui lui sont adjacens, on voulait obtenir directement 
TuD des c6tes a, fr, le c6te a, par exemple, il feudrait avoir recour» 
a Tequation 

, ' cot jiainB . . „ 

cot a = — + cotccosJ5, 

que Fon trouve sur*Ie-champ en changeant dans Tequation analogue 
cot ^= ^Sir ^ * 65),Ics lettres majuscules en 

miDUScuIes, etvice persd^et affectantles cosinus et les cotangentes 
du signe negatif, comme nous Tavons deja &it observer (art. 67); 
On a pareillement, par une simple permutation, 

. 1 cotBamji , . ^ 
COt b S=s : COt C C08 -r^, 

^J.» L cot ^ sin C , ^ ^ 

cot b s=; — — 4- cot a cos Cj 
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ce ciui doime une relatioa entre deux atjgles et deux cAtea, Pour en 
^yoir une entre lcs trois cdtes et deux aiisles, differcnte de celio 
i» Tart. 65 y divise^ Tune par Tautre le» equations 

cos a = cos b cos c + sin sin c cos 

aino ainc , 

il yiendra de suite 

sin ^ cot a = sin C[cos i cot c 4- sin 5 cos 

la relation semblabie entre les trois angles et deux c6tes sera yisi- 
blement 

sina cot-^csBsin c [sinScosa-^cosjSFcot C]. 

71. Toutes les formules que nous venons de demontrer suffisent 
pour les besoins ordinaircs de rAstronomie, el sur-tout de la Geo- 
desie ; cependantnous allons en donner encore d'autres qui pourront 
trouver leurs apptications^ ou du moins qui concourront, avec 
les precedentes, a fais;Q conns^tre In f^CQodite de PAnal jso trigon<H 
metrique. 

Si de la formule 

sin (a — c) = sin a cos c — cos a «in c 
«n elimine sin a et sin c, doat les valcurs respeotives sont'"^*'"^ 

. sm b sinC 

et — r-^-, on aura 

Sin Ta — r'^ ~ sin bcoacsinA — $mbcoaa ain C 

mais a cause de la relation coscsin ^s^cos CsinB4K;osasinCcos JT, 
donnee a Part. 67, il est evident que rexpression precedente se chan- 
gera en celle-ci : 

sin (a--c) = sin b cos C— cos a sin *sin c(^—^^^\ 
de la 

sin(a — c) = sinftcos C— cos a sin sin Ctang ^fi, 

formule donnee par M. Delambre et d^montree dans son Astro- 
nomie a faide d'une construction que nous avons voulu eviter yA\ 
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afin de rendre notre procede purement analy tique. Cette Jbrmiria 

est une generalisation de celle de l'art. 6^. 

Determinons aussi a — * c par son cosinus et par sa tangente. 
D'abord la relation 

cos b = cos a cos c + sin a sin c cos 

en y mettant pour cos B sa valeur i — a sin* ^ B, devient 

cos b = cos {a — c) — a sina sinc sia*{B; 

, . ainb sin C sln b sin C 

puis, a cause de sm c= --^-= asiniBcoskB ^ ^ lexpres- 
sion cherchee 

cos (a~c) = cosi+sinasin6sin Ctang^S, 

par consequent 

. ^ X tang b C09 C*^08 a tang b sin C tang - B ^ 

^ ^ ^ ~ 1 + sin a tang b sin C tang ^ls * 

formules nouvelles et qui rentrent evidemment dans celles de Part. 
6a , lorsque le triangle spherique est rectangle. 

72. Les relations (S) de Tart. 64 procurent de suite une expres- 
fiion tr^s simple de sin (a — c) j en.effet Fon a, en y changeant BenC 
€t b en c, et vice versd^ 

multipliant celles-ci Tune par Fautre et simplifiant, on a 

^ . ■* COS J COS -j x> 

On trouverait aussi par une route toute semblable 
sin (g + c) = ^<^°»^ + ? '^"'^ (-^- ^ = sin ^ ^^1^^, 

^ ^ am* i B fl sin* ^ B 

expressions donnees par M. Delambre {Astronomie^ 1. 1, p. i6a), 
etqui, etant multipliees cntre elles, procureraient une autre relation 
remarquable, mais qae noos trouyerons pius tard par une autre 
Toie. 
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81 on rapproche les deux valeurs de sin (^ — c), oa aura yiai- 
blement 

'"'^^"^fa^y^^"^ = cos C- C08 a sin Ctang i JJ, 
ou bien 

3 sin^ 4- C) sini (.r^ — C) = a cos* cos C— cos a sin £sin Q 

relation nouvelle entre les trois angles et un c6te d'un triangle sphe- 
rique; mais on peut y arriyer par une route beaucoup plus directe. 
£n effet, les deux equations 

cos ^ = cos a sin B sin C— cos B cos C, 
cos C = cos C, 

etant soustraites Tune de Tautre, puisajoutees ensemble, donnent, 
apres quelques transformations &cile8, 

2 sin i C) sin | (^ — C)= a cos^ J5 cos C— cos asinS sin C, 
2 co8i(^+C) cos i (udf — C) =2 sin* 7 £ cos C+ cos a sin £ sin Cj 

il suit de la que 

^tang -+- C) tang - C) = rz,co»C+coaa.ini>,ia<r 

Nous ne nous arreterons pas a faire yoir que le triangle supplemen- 
taire donnerait sur-Ie-champ des relations semblaUes entre les trois 
cotes et un angle. 

75. On arrive tr^s simplement a direrses relations entre ks six 
parties d'un triangle, ainsi qu'il suit. 
£n yertu des art. 64 et 67 on a 

cos ^ sin c=co8 a sin i — cos Csin a cos 
cos a sin C = cos -af sin 5 4- cos c sin ^ cos Jff j 

diyisant ces deux equations en croix il yient 

CO8 ^ sin B + cos c sin A cos B cos a sin C 

cos ^ sin c ~" coa a sin & cos C sin a cos i ' 

ct simpliliant, on a 

sin B -f- co8 ctang^ cos B ^_ sin C 

sio c 8in&-«-cos Ctaogaoos^^ ^ 
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divisant au contraire membre par membre les memes equations, et 

sin c sina *«^„„^ 

remarquant que ^ = on trouye 

cotA _ C03 fl ain & — cos C sin a cos b , 
cot a cos sin ^ + cos c sin ^ cos B* 

Si dans la premiere equation Ton changeait en JSf , a en &, et reci- 
proquement, et qu'on procedat comme il vient d'etre dit enpremier 
lieu, on tomberait sur la relation 

cos A tan g Z? + sin ^ cos c sm C 

' sin c coa b tang a — sin ft cos 

donnee par M. Delambre. 
Enfin si on multiplie par cos B, les deux membres de i'equation 

cos B sin C= cos b sin ^ — sin B cos Ccos a, 

ohtenue a Tart. 67, on aura 

sin C — sin* B sin C = cos t sin -rf cos B — sin 5 cos J5 cos C cos a ; 

ou bien 

rinC~co>&jn^£cosjg ^^^jg C— C0S5 COS CCOS fl; 
sin B 

transportant cette relation dans le trianglo polaire, on «ura d^ 

meme 

ajoc-coa^noco^ 
sm D 

mais les premiers membres de ces deux derniSres equations sont 
egaux, car 

ain C — eo8 i sin A cos B sin C 1 77 -A 

. ^ 5=s — B ( 1 — COS COS 5 "-r-TsJt 

8in B sm ^ \ sm C/ ' 

^ sin c — cos ^ sin a cos i sin c / i 77 o\ 

et r— r • = -r-T { 1 ~ COS Q COS 5 U 

8in b sm 6 \ «n ca 

D'ailleur8 

sin sin a . sin C sin c 

— — — — — — el ■ . ■" ■ — — — r~" * 

sin C sin c ' sin B sinb^ 

on a donc cette autre relation symetrique entre les six parties d'uB 
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trianglei 

siD i? sin C— cos B cos C cos a =; sin 6 sin c + cos cos c cos 

celle-ci a ^te trouvee par Cagnoli par un procede analjtique tout 
different (voyez sa Trigonometrie , p. SaG , a« edition). Cet astro- 
nome en a fait usage dans la recherche des formules d'aberration. 

Formules usuelles pour la resolution des triangles spkeriques 

en general, etc. 

74. Le calcul des triangles spheriques ne comprend que cas 
generaux. 

1" Cas. titant donnes les trois cdtes a^ trouver un des 
angles. 

Far exempte) veut-on Tangle ji^ on Tobtiendra par la formule 

sin 

* y biab ain c ' 

dans laquelle s exprime la demi-^somme des trois cdtes, ou par cette 
autre 

COS.^ — ^ 8in68iii7^> 

qui evite une soustraction. 

Si on voulait calculer directement Fangle jt^ il feudrait resoudre 
Tequation 

^ cos a — cos 4 cos c 

COS^SS r-TT-^ 2 

sin 6 srn c ' 

mais alors pour n'empIojer que les logarithmes de lignes trigo - 
nometriques, on supposerait que cos b cos c = cos a, ce qui serait 
permis, puisque Funite est la plus grande valeur que puisse ac- 
querir un produit de cosinus : de cette mani^re on aurait 

a sin [ Isin ( 1 

^ cosa— cos« \ fl / \ a / 

COS ^ = — . . . — — — : — r-r • 

sin 6 sm c nn o 6ia c 

Le signe de cos ^ depend necessairement de celuide sin (^~^ j ct 

remarquez que Farc subsidiaire a est < ou > i<i selonque les cotes 
c sont de m^e espece ou d^especes difierentes (art. 63)i 
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rj5. fl™« Cas. Etant donnes les trois angles Aj Cj trOuver un 
des cdtes. 

On aura le cote par exemple, a Paide de la formule 
sia i a = / -c°3U^ + g + Q c o»H^ + C- ^ 

* V smB sm C ' 

on pourrait aussi obtenir ^ a par son cosinus ou par sa tan- 
gente (art. 68). 

76. 5™« Cas. i^toTzi donnes deux cdtes a^ Vangle compris C^ 
trouver les autres parties du triangle. 
On aura le troisieme c6te c par la formule 

cos c = cos a cos 6 + sin a sin i cos Cj 

mais son emploi immediat exige que Fon fasse usage de la table 
des sinus et de celle des nombres. On remedie a cet inconvenient 
en decomposant en deux facteurs le second membre de la formule j 
mais cette operation ne peut se faire qu'a TaidQ d'un arc auxiliaire. 
Soit donc ^ cet arc, et de plus M un coefficient indetermine, ea 
sorte qu'on ait 

cos c = jjf cos (a — ^); 

de veloppant cette expressiou , il vient 

cos c = itf cos a cos ^ + Jl!f sin a sin 
d'ailleurs cos c = cos a cos h -f- sin a sin i cos Cj 

et comme ces deux valeurs doivent etre identiques, on a, en lei 
egalant terme a terme 

M cos ^ = cos h , 

Jlf sin ^ = sln h cos C, 

d'oii tang ^ = tang h cos C, M^ 

ct par suite, 

C08 & / _\ 
cos c = cos (a — (p). 

COfi ^ ^ 

Autrement Ton a 

cos c = cos h [cos a + tang J cos C sin a] , 
ct si Pon fait tang icosC= tang^, onaura, comme ci-dessus, 



J L 



Digitizer" 

_J 



LIVRE DEUXlfiME. di 
Gos € = cos b [cos a + tan g ^ sin , 
_ £21* rcQs ^ cos ^ + sin f sin al, 

COS 6 ✓ 

= — - cos (a — ^). 

L'arc auxiliairc ^ represente donc le c6te de Tangle droit d'un trian- 
gle spherique rectangle, dont 6 est rhypotenuse et C Tangle ohlique 
adjacent (art. 56); en d'autres termes, c'est le segment adjacent a 
Fangle C, forme par la perpendiculaire ahaissee du sommet de Tangle 
^ sur la base a opjjpsee. Lorsque tang p sera negative, auquel cas 
le segmentsera exterieur au trlangle, onprendra f negativement, 

et par consequent Ton aura cos c =^3-^ cos (a + 9)j du reste il 

faudra avoir egard aux signes des cosinus. 

77. Siy dans Vexpression de cos on met pour cos C, sa yaleur 
1 — asin* i C, il viendra d'abord 

cos c = cos (a — b) — sisin a sin isin* ^ C; 

puis si l'on change de mSme les autres cosinus , on trouvera , reduo 
tionfaite^ 

sin* s c s= sin* i (a — fc) sin a sin ^ sin^ f C 
= sm-Ka-.fc) Q + 
Soit • tang 9 = y c ^ ^.^ ^ 

on aura evidemment 

8in f c = sin i (a- 6) (i + tang- 6)^ = !i^^>; 

solution analogue a celle de Tart. 48 : elle est sur-(out utile lorsque 
le c6te c ne peut Stre determine rigoureusement par son cosinus, a 
cause de Texactitude limitee des Tables de logarithmes. £n efiet , 
quand c est tres petit, son cosinus diSere si peu de 1'unite, que le 
logarithme correspondant, qui ne renferme que 7 chiffres decimaux, 
appartient indifi^remment a un arc plus grand ou plus petit. On ne 
tomberait pas dans cet inconvenient^ si 7 c etait peu different du qua- 
drant, et qu'il fut donne par son cosinus. 
Four robtenir de cette mani^re, Ton remarquera qu'^ cause de 



cos c = flcos* jc — 1, et de cos (a— 6) = acos* j; (a — J) — 
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on a 

cos* i c= cos* i (fl— — sina sin b sin* i C, 

^ , / 1 X P sin a sin 6 sin* i CTl 

or, ici Ton peut egaler au qoarre d'un sinus la quantite qui suit Tunitc 
dans le second membre, parce que le probleme n'est possible qu^au- 
tant que le facteur binome est positif; 

soit donc sin 6 = — ".^^ ^ v/sin a sinb, 

on aura cos ^ c = cos ^ (a— - 6) cos fl : * 

la seconde racine negative est inadmissible , puisque i c < 
Lorsque a — est tres petit, il vaut mieux, pour Texactitude de la 
solution numerique, changer cos Cen 2cos* j C — i , et Ton voit bien 
pourquoi, d^apr^s une transformation anaiogue operee a Tart. 48« 

78. Quant aux angles inconnus ils se deduiront tous deux 

des analogies de Neper, qui donnent 

car ensuite on a 

^ = U^ + i?) + K-^-5),etS=i(-^4-^)-K-^-^- 
On aurait aussi direcf ement 

cot a sin & CO8 Occa b 



COt-^ = 
COt B = 



sinC ^ 
cot b aina — cos C coi a 



sin C ^ 

et pour reduire, si Ton veut, a un seul tenne cfaacun des seconds 
membres, le premier, par exempie; soit comme ci-dessus ^ un 
angle auxiliaire, et un coefficient indetermine, puis supposoo» 
que 

coj udf = Jlf sin (i — fl^), 
•D aurdi en developp^nt, 

- cot^s^Jfaia^cos^— JUcos^sin^; 
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ensuite, en conqiaraDt cette valeur a la precedente, il riendra 



iIfsm^ = cotC 

ou 

tang ^ = tang a cos C, et cot u4 = sia {b — ; 

ce qui revient a diviser le triangle propose en deux triangles rec- 
tangles. 

79. Les angles subsidiaires ojit donc pour objet de transfonner 
les expressions binomes en un seul terme, afin de les rendre plus 
&cUes a evaluer par les logarithmes. On «'en convaincra de novh 
veau en resolvant le probKme suivant : 

^ltant donnes^comme ci-dessus, a, b, C, determiner directemeht 
tarc degrand cercle perpendiciddire au c6te inconnu c, et com- 
pris entre ce cdte et le sommet de Vangle C oppose. 

Soit y cet arc ou la hauteur du triangle, on aura evidemment 

• V . ^ sin a sin b sin C 

sm v = sm 66mu^ = : ; 

d'ailleurs, par ce qui precede, 

sin c = \/\ — cos^ = + cos c) (1 — cos c) 
= VC^ + cos (a — h) — a sin asin i sin* ^ CJ 
[1 — cos (a — ft) -t- a sin a sin ftsin* j C] 
= 3 v^[co6* i (a — h) — sin a sin h sin* \ C] 
[sin* 7 (a — J) 4- sin a sin 6 sin* \ C]. 

Subslituanl donc cette valeur dans Texpression precedente, on troa- 
vera, apres quelgues tranaformations aisees, 

sin a sin b sin C 

6mV= — . ■ ' -7 ■ ■ -rr 

cos a sin 6 — sin a oos b cos C)* + sin* a sin' C 

cot ^ 

/r co s'i(a~ 6) n r » in'i(a-6) 

V Uinasin&sin*iC J Uinasini^in' i C^ J 

Soit maintenant 

cos -i(a^&) sin>i(a^ &)_ _ ,, 

«uasinAsin^i^— a linA sin' i C " ' 
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alors rexpression precedente se changera en celleK^i 

sin y=zcotu cos u' cot ^ C. 

La solution qui se presente naturellement cst de chercherd'abord 
le cote c par son cosinus et de resoudre ensuite Tequation 

sin a sin b sin C 

sin y = — . 

^ amc 

Voyons cependant si , en calculant directement la perpendiculaire^ 
par sa taogente, il n'y aurait pas quelque chose a gagner du c6te de 
de la brievete. 

Un a tang y ^ _8in»y ain* c — sin* a sm* b ain» C ' 

substituant pour sin* c sa valeur i — (cos a cos^+sinasinicos C)% 
puis developpant et reduisant, on trouvera 

^ sin* a sin* b sin* C 

ng y — . ^ ^^^, ^ ^^^. ^ _ ^.^, ^ ^j^, i — a sin a cos a sin b cos 6 cos C ' 

mettant dans le denominateur, sin* a + cos^ a a la place de runite, 
et reduisant encore , on obtiendra facilement 

^ _ sin* a sin* b sin^C 

^8 ^ " sin* a cos* A -f-cos* a sin' b — d sin a cos a sin & cos b^ :os C 

sin* a sin' b sin* C ^ 

sin* (a + 4 ^ cos a sin cos & sin* ^ C 

n • ^ sin 9 a sin ft sin* {C . ^ a 

enfin , faisant »in>(a-^) = 

. cos sin a sin b sin C 

tang>= 

solution plus courte que la premiere. 

8o. n est facile de trouver d'autres expressions de Parc perpeu- 
diculaire, lorsqu'on ne s'astreint pas a les rendre uniquement fonc- 
tions de deux c6tes etde Pangle compris. Par exempie, si on el^ve 
au quarre Tequation sin>^=:sin (sin^, et qu'on &sse attention 
que sin 6 sin = sin a sin Bj on aura evidemment 

sin*>=sinasin&sinu^sinj3, de la cos*>=i — ^sinasin&sin^sinZr. 

D^ailleurs a cause de cos C= sin A sin B cos c — • cos cos By on a 

j -n cos C + cos A cos B 
cos c ^ 
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{Jstronomie , tome I, page aoi). U en existe une loute pareille 
entre les trois angles et deux cdtes, et cela est une suite natu- 
relle de la propriete du triangle polaire. Mais en veut-on une difle- 
rente composee de ces memes quantites, il n')r a qu'a multiplier 
Tune par Tautre les deux equations suivantes : 

^ C08 asxnb — sin g cos h coa C sin (a-f-^) «'n* j C — sin {a — i) cos' 7 ti , 

sin a ain C " sin a sin C ^ 

cos i sin a — sin h cos a cos C ain (g+ ft ) sin* C4*^iR c<>«* i C 

COt IS — n^isin C fiin^sin C 

obtenues a Tart. 65, et Too aura 

COt ^ COt 5 =^ sin' (g + b) ainij s»n> (a~&) cos^ j C 

sin sin o sin* C ' 

ou autrement, a cause de sin* C= 4 sin' { Ccos* \ C, 11 viendra 

4 sin a sin cot jrf cot jB= sin' (a + 6) tang* { C — sin* (a— fc) cot* { C; 

relation qui nous parait nouvelle et assez remarquable. 

Si , au contraire, on ajoute les valeurs de stn a cot^ et sin b cotB^ 
on aura de suite 

sin b cotB + sin acot^= sin (a + b) tang ^ C, 
pareillement sin J cot 5 — sin a cot s= sin (a — b) cot 7 C; 

cnfin multipliant, ensuite divisant ces deux resultatsFunpar Fautre, 
il viendra 

sin' b cot' B — sin' a cot' = sin (a + b) sin (a — b); 

sin fc cot + s i n g cot ^ sin (a+fc ) » JL 

ain i cot i? — sin a cot A ain (a — b) ^ * 

Toutes ces relalions fort simples pourraient servir, dans un calcul 
trigonometrique, a reduire en un seul terme des quantites com- 
plcxes. 

812. AvoDt ^ quitter cette digression sur les recherQhes de ce 
genre, nous ferons encore remarquer que les deux cquations fon- 
damentales 

sin b sin c cos ^ = cos a — cos b cos c, 

sin A sin a 
•in /? ~ sin 6 * 
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etant divisees Tune par rautrci donnent toat d^abord cette autre 
relation connue y 

COt ^ Sm B = : . 



sin a sin c 



On pourrait, par de semblables artifices de calcul, trouver beau- 
coup d^autres relations trigonometriques , mais qui aeraient plus 
curieuses qu'utiles. 

83. 4« Cas. Etant donnes deux angles AyBet le cdte c compris^ 
Tesoudre le triangle. 

La solution relative a ce cas est toute pareille a la precedente; ainsi 
OQ aura les deux c6tes a, b par les formulesde Neper, sav<Hr : 

ou par celles^ci; 

ainc cosf ^ cos c ' 

coti9ain>#-|-cosutfoosc cos c ,^ ^#\ ^ ^# oot J> 

Ayant determine a et on trouvera sin C par reqoatioa 

sin C= SHLfilHil ou directement par la formule 

ain a ' *^ 

cos C= cos c sin ^ sin j?—- cos cos J9f 
ou bien soit tang ^ =: on aura 

C08C = ^8ill(^— f). 
sin 9 ^ 

Pour trouver Texpression da sinus oa de la tangtate de Pdrc 
perpendiculaire au cdte c en fonction des donnees actuelles, pro- 
cedez comme dans le cas precedent, ou, ce qui est plus simple^ 
transferez au triangle polaire les resultats ci-dessus (art. 79)« 

84. 5* Cas. Etant donhes deux cdtSs et Vangle A oppose 
au premier c6te , trouver le troisieme cote c et les deux autres 
angles B, C. 

L'angle mcomia B «'obtiendra par la formule sin S = \ et 
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pour troayer TiaDgle C, on aura a resoudre Fequation 

cot A sin C+ cos Ccos cot a sin 

qui monterait au second dcgre si Ton y mettait pour cos C sa valeur 
V/i — sin* C, et quifoumirait par consequent deux racines. Ainsi le 
probleme propose est susceptible de deux solutions. Mais au lieu 
de suivre cette voie, il est plus simple d'introduire dans le premier 
membre de Tequation un angle auxiliaire tel qu'on ait 

M sin (C-h = cot a sin h. 

Pour delerminer cet angle ainsi que le coefficient JJf, developpons 
et comparons terme a terme les deux membres de ces equations, 
il viendra 

JfCOS^ = COt-r^, 

Jlf sin 9 = cos h. 

Dela 

tang(p = tang^cos6 et sin(C+^) = ^^J^, 

ici ^ est Tangle au sommet C du triangle forme par le c6te b 
et la perpendiculaire abaissee sur la base c (art. 6i ). 

Lorsqu^on substitue pour cos h sa yaleur d^duite de la seconde 
relation (^), on a 

tang(p = — , 

on a en outre 

ain C 

o cot a tang & — cos 

Le troisiime cAte csera donn^ par 1'^quation sinc= j 
ou bien en n'empIojant que les donnees primitives^ par la formule 

cos h cosc + cos^sin h 8inc = cosa, 

qu'on transformera en celle-ci 

/ ^\ cos a cos^ 

COS (C — ^) = r-^» 

^ cos b ' 

a raide d'un arc subsidiaire ^ donne par requation tang^=cos^tang h. 
fCet arc, qui est le segment adjacent a Pangle et qui se trouve 
forme par la perpendiculaire abaissee de Tangle Csur le cdte opposCi 
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peut s^exprimer analytiquement de plusieurs manieres difi^rentes, 
selon les donnees du probleme j par exemple^ si les trois cotes sont 
connus, on aura 

- ^ . t ^ cos a— cosi coac 

tang (p = tang cos ^= 
Si deux c6tes et Tangle compris sont donnes, on aura 

f #1 — ^ cos a sin c — sin acos c cos 

® ^ cos b cos a cos c -J- sin a sin c cos B * 

c'est ce qu^il est aise de voir. H n^est pas plus cifficile de rccon- 
naitre que 

- sin c cos A s'n c cot A sin B 

^ ^ cot ^ sin ^ cos c cos ^ tang A cot ^ + cos c ~ cotf^c acos 

Le mSme segment pourrait aussi s'exprimer en foncion des trois 
angles. 

85. 6* Cas. titant donnes deux angJes et^ avec le cdte a 
oppose au premier, trouver les deux autres cdtes c et le troir- 
sieme angle C. 

La solution de ce probleme se deduit de la precedente par la 
propriete d'un triangle polaire; ainsi on aura le cdte h par requatiou 

sini=:— .''^, etlec6tecparlaformule 

sm ^ ' * 

cot a sin c — cos 5 cos c = cot ^ sin 
de laquelle on tirera 

. , tang B sin ^ 

en y introduisant un angle auxiiiaire ^ donne par Tequation 

tang 9 =^ cos B tang a. 
Enfin Ton trouvera Tangle C au moyen de Tequation 
cos a sin S sin C — cos B cos C= cos A j 

mais pour abreger le calcul, on fera tang ^ = , et Fon aura 

• /i^ cos/^sin^ 
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Ce probleme est, comme le preeedent, susceptible de deux sola- 
tions (art. 60). Voyez la Trigonometrie de M. Legendre, pour 
savoirdistinguerdans ces deux cas si parmi des valeurs particulieres 
des quantites donnees, il existe deux triangles qui satisfont a la 
question, ou seulement un seul. Ici nous supposons les casles plus 
generaux, 

86. Si Ton connaissait deux angles^, B, ainsi que les deux cotcs 
opposes a, 6, et qu^on voulut determiner immediatement le troi- 
sieme angle C, on pourrait transformer la relation 

8in (a - h) = !jiL£ii^(^+i?»inK^-^ 

demontree a Fart. 72 , en cette autre, 

sin(a — ft) = ^ tangiCsini(^+fl)sinK^-S), 

qu^on obtient en multipliant le second membre delapremiere , haut 
et bas, par sin C\ et de la on aurait 

UXll^ » ^ — jj3in 3i„ ^ ^ 3ijj i — 

sans ambiguite. 

II resulterait en outre de Terticle cit^, 

* ^ asin a cos 4 (-< + coa {{A-^B)" 

Si on voulait Tangle Cpar son cosinus, il &udraitde Pequation 

cos C= cos c sin ^smB — cos ^ cos B 

eliminer cos c = cos a cos i + sin a sin i cos C, et Ton aurait, mais 
d'une maniere beaucoup moins commode pour les logarithmes, 

^ cos a cos b sin AsxnB— cos A cos B 

COS C = r r— : T^^^ • 

1 — * 8U1 a 810 ^ sin ^ sin 

Lorsqu^on muUipIie entre elles les valeurs ci-dessus de tang ^ C 
ct cot i C, on a de suite la relation 

ain* c _ sin (g4- h) sin (a — b) 
«in*^ 8in (^ -f-^) sin (^ — i^) ^ 
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que roD peut yerifier ainsi qu'il suit : 

En general, sin*ix — sin* b = sin (a + b) sin (a — b) ) 

sin*^ ~ sin^S = sin (^+B) sin (^— B) j^^^-^^i 



mnsi. 



8in*af 1 ) 



sin (g 4- &) sin (a — b)^ 



' sin*^/". 8inC^+i^)wn(^-/?)^ 



/ sin* 



• ain & sin ^ j . 

mais — = t — 5: donc, etc, 

sin a »mA^ ' 

Dans les applications numeriques, il faudra, pour eviter les solu- 
tions inutiles ou fausses, ayoir egard aux signes des lignes trigono- 
mctriques (art. 46), et se rappeler les trois regles suivantes : 

1*. Tout angle ou tout cdte d*un triangle spherique doit etre plus 
petit que deux quadrans ; 

sk*. Les plus grands angles sontopposes aux plos grands cdtes, et 
reciproquement; 

5\ Enfin, un angle ou un c6te d'un triangle spherique ne peut 
^tre negatif. 

De quelques proprietes remarquables du triangle spherique, ef 
notamment de diperses expressions de sa sur/ace. 

87. II existe une propriete du triangle spherique de laquelle on 
deduit immediatement une relation entre les trois anglcs et deux 
c6tes. Cette propriete est que si on divise en deux parties egales, 
par des arcs de grand cercle, chacun des angles d'un triangle 
spherique, ves arcs se couperont au meme point. 

Supposons que les arcs ^a, C!c(fig. i5), divisent en deux parties 
egales les angles -af , C, et se coupent au point i?; il s'agit de prou ver 
que Farc de grand cercle BBb divisera aussi en deux parties egaiea 
rangle B. 

Or, les deux triangles CARyR^Cy donnent 

ain AC sin CR 

sin R im^ A^ 
sin Ac ain cR ^ 

fiin/{ ~sini-^* 



divisant ces deux equationa Tune par Tautre, on a 
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sin jiC sin CR^ 

sin jic ~ sin cR^ 

ainsi, quand un arc tel que divise egaleraent un angle d'un 
triangle spherique, les sinus des segmens du cdte oppose sout entre 
eux comme les sinus des cotes adjacens. 

Le triangle u^GEf, dans lequel Cc partage en deux parties egales 
Tangle C, donne par consequent 



sm 



j4C sin CB 



sin sin cB * 

de ces deux rapports egaux il suit que 

BinCR sin CB ^ 

sin cR ^ sin cB^ 

donc Tarc BR divise egalement Tangle B. Donc, etc, 

Maintenant il resulte de Tart. 70 et de Thypoth^se ci-dessus, qu« 
les deux triangles B^R, CBR donnentrespectivement 



cot 



SR =: 52114^ + cotccos iS, 

sm c 



cot BR = ''"'^f""'^ + cotacosi jff,- 



sm a 



on a donc la relation cherchee en egalant ces deux valeurs, et en 
reduisant, savoir : 

8in (a — c) = (cot i Csin c — cot ^ -^sin a) tangiS; 

c'est a quoi Ton parviendrait encore par quelques artifices de calcul 
appliques a la valeur de sin (a — c), donnee a Fart. 72. 

Si Ton feit altention qu'a cause de s= ^?^, Fon a 

* 6111 A fim c ' 



sm a cot ^ = — r-TT- , fiin c cot C = — j , 

sm .1/ sin ^ 

et par soustraction 

flin c cot C — sin a cot A = ?J^^(cos C— cos u^); 

alors en mettant pour cos C et cos ^ leurs valeurs acos' \C^\ 
«t aco$' \A — X, il viendra 
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sin c cot C — sin a cot ^ = (cos' t C— cos* \ A) 

sm c.cos*5 C s in a.cos* ^ ^ 
sin^CcosiC siniy^cosg^^ 

= sinccotiC— sinacotxu/. 

Par cgnsequent Ton a aussi 

sin (a — c) = (cot Csinc — cot.^ sina) tang^S. 

88. Si du point R de concours des arcs qui divisent egalement 
chacun des angles jff, C, on abaisse des perpendiculaires sur les 
cotes opposes, ces perpendiculaires seront necessairement egales 
comme dans le triangle rectiligne, et elles partageront aussi les trois 
c6tes en six segmens egaux entre eux deux a deux. Par exemple , 
les segmens adjacens a Fangle ^ auront chacun pour valeur le 
demi-perim^tre s du triangle, moins le cote oppose a cet angle^ 
Ainsi, par la propriete du triangle spherique rectangle, Pune des 
perpendiculaires dont il s'agit etant designee par oix aura (art. 6a), 

tang y = tang ^ ^ sin (s — a) 
= tang j B sin {s — h) 
= tang 7 C sin {s — c) j 

de la cette nouvelle relation, signalee par M Molweide, savoir : 

tang . sin (5— &) 

tang-jiff sin (^ — a)' 

(Voyez la Connaissance des Ife/TW^ pour Tannee 1820, pag. 346.) 

II est evident que la distance et du point R a Fangle sera don- 
nee par la formule 

^ tang(5— fl) 

Quand on estparvenu a des formules nouvelles, il est utile de les 
verifier par des exemples numeriques : ou pourra, pour cet effet, 
employer le triangle d'epreuve, dont M. Delambre a calcule toutcs 
les parties {Astron.^ tom. I, pag. 237). 

II est remarquable que si les arcs ^a, Bb, Cc etaient chacun per- 
pendiculaii^es aux c6tes a, 6, c, ils se couperaient pareillement en 
un meme point R. Cette autre propriete n'est pas plus difficile a 
demontrer que la precedente, et eUe resulte de ce que les cosinus 
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des deux segmens de la basc, formes par la perpendiculaire , sont 

proportionneis aux cosinus des cotes adjacens. 

89. Occupons-nous maintenant de la recherche de Taire d'ua 
triangle spheriquc , en fonction de trois des six parties dont il est 
compose.Or, on sait que l'aire d'un tel triangle a pour mesure Texc^s 
de ses trois angles sur deux angles droils ,c'est-a-dire qu'elle est egale 
a autant de triangles tri-rectangles, ou de huitiemes de la surface de 
lasphere, qu'ilexiste dangles droitsdans Pexces donl ils'agit(Geo- 
met. de M. Legendre , liv. VII , prop. a3}. Soit , d'apres cela , 2 Taire 
cherchee, le quadrant pris pour unite de mesure des angles, 
tlAyB^ Cles trois angles d'un triangle spheriquej on aura 

2 = ^ + 5 + C— (1). 

Mais p designant le rayon de la sphere a laquelle le triangle appar- 
tient, et * la demi-circonference d'un cercle dont le rayon est pris 
pour unite, on a pour Texpression de Taire de cette sphere, 4^/', 
etpour celle Tdu triangle propose, evaluee ea mesures quarrecs, 

r^i^Ttp^s (2); 

formule dans laquelle le facteur Z doit etre un nombre abstrait. 
Par exemple, si Z etait donnc en degres, il faudrait remplacer ce 

facteur par — , parce qu'alors = go^. 

On peut avoir Z sous differentes formes. D'abord il est evident 
que 

sin - = sm (-^— — 1^)= — cos (^-f- + -^; 
developpant le second membre, il vient 

et substituant pour sin (~^^ ot cos (— ^eurs valeurs en 
fonction de a, c, C (art. 64) , on trouve 

. flsin j^q sin ^ b slg \ C cos \C _^ sln j q sin ^ & sin C ^jr* ^ 
~ cos y c — — — — . cos ic \ 
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enfin reinpla<jant ein iCetcos^C par leurs valeurs (5^) donnees a 
Tart. 64 , et feisant 2^ = a + 6 c, pour abreger, on a 



e 



. 3J ^_ v/sin s sin {s — a) sin (s — b) sin (s — c ) ^ , x 
a flcosy a cos £ 6 co> y c ^ 

Cherchons en outre Texpression de cos | : on a d'abord 

cos - = cos ( 1^) = sin (-J- 4- 7) 

:= sin (^^±i)cos| + cos sin 

Substiluant comme ci-dessus pour sin {^-—^ et cos ^ ^'^^ leurs 
yaleurs, il vient 

S 003 1 (g— &) cos* I C+cos ^ (a+&) sio' j C 

cos — — — ' , ' 

a cos^c 

008 1 (g — &) [cos 1 (g + i) — cos Kg — fe)] i C 

cosjc 

oo8~(<^ — 6) — Qsin^g sin-fcsin* ^^ 

cos i c 

. cos^acos-|& + 8iP?fl8^P »^ (1 — gsin' ^ Q ^ 

" 008 5 C ' 

ou bien, a cause de cos e = 1 — asin* \ C, 

X coi^ax^osjh-^sin^asm^boosC .r\ 

COS ■■ , v*^J* 

A cosfc ^ 

Cette formule, ou celle (5), fera connaitre Paire d'un triangle sphe- 
rique, au moyen de trois cotes et d'un angle. Pour en avoir une 
qui ne depende que de deux c6tes et de Fangle comqpris, on divisera 
Fune par Tautre (3) et (5); en effet, on aura sur-Ie-champ 

tane-2— " •in^gsi nj&sinC langya tang^ A sinC rgv 

~cos 5 a cos i b -H»in 5 a sin ^ cos C^" 1 +tang 7 a tangi 6 cos C ^ 

expression encore toute rationnelle. 

La valeur precedente de cos | peut se mettre sous une autre 
forme, ainsi qu'il suit. 

De ce que 

« V cos\(a — h) gsinjasin^&sin^iC 

COS X 2i = , T — , > 

* COS i C COS rC ^ 
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jl en resulte, Iorsqu'on eliroine sin' j C, que l'on a 

COS ^ 2 = sm>(j — c)sin(j — &) 

• cos i c acos 5 a cos i i cos j 

mais sin (s — a) sin (s — &) = 7 [cos (6 — a) — cos c] ; ainsi 

, — k acos j a cos \ h cos \ { a — ) — ^ cos (a — i)+i cos c^ 

• 2C0S i a cos i ^ cos j c ' 

ct corame cos (a — J) = 2Cos* \{a — i) — i , le numerateur du se- 
cond merabre de cette equation deyient 

[cbs \ (a—b) + cos i (a+b)] cos { (a^b) — cps' { (a—b) 4- ^ cosc+^, 
et se reduit a 

cos i (a+b) cos i{^-f>) +7 cos c+ ^= ° + ^ + " t i > 
on a dpnc cette formule remarquable, 

« cos a + cos 6 -4- cos r + i 

COS 7 2 = 7--^^ — ~- 

* 4coa 5 a cos ; 6 cos 5 c 

cos* i a -4^ cos" ~ 6 + CQs* r ^ — 1 ^ x 

*~ acos ^ a cos ^ & cos 4 c ^ ' 

Cherchons maintenant, a Texemple de M. Legendre (Geometrie, 

note X), Texpression du rapport - ~^^?y Premierement, par ce 

qui prccede, 

1 — cos ^ r . - — 
— — - = tang { 2 

_ 1 ^ cos* ^ fl — cos* ^ & — C08* 1 c "4- acos ^ a COS y & COS y c _ 
^sin s ain (j — a) sin (s— b) ain (j — c) 

en second lieu, le numerateur de cette expression etant le develop- 
pement de la quantite 

(1 — cos* I a) (i — cos* i i) — • (cos j a cos ^ &— cos | c)% 

il 5'ensuit qu'il peut etre remplace par le produit 

{(sin i a sin + cos i a cos 7 h — cos r c) ) 
(sin^asinji — cosjacosj 6 + CQ5^ c) y 



Digitized by 



Google 



LIVRE DETJXIEME/ ^ 97 

ou par cettc autrc, 

[cos iia-^b) cos f c] [cos l c — cos i (a + 6)] 
=4sin l ^sin(~) sin (^:^) sin (^-)- 

Mais en general, • » 



ainsi, on a definitiyement la formule suiyante, due a M. Lhuilier. 
de Gen^ve : 

taDgi2= ^tangitaDg(i=l^)tang(i=*)iang(^=£)] (8). ' 

Toutcs les relations precedentes sont connues; mais la route qui 
nous y a conduit nous parait nouveile et directe , et c'est ce qm 
nous a engage a les reproduire ici. 

90. Avant de terminer octte , matiere , appliquons d'dbord la 
formule (6) a la recherche du /naic/mi^m d^^ire d'un triangle sphe-: 
rique dont deux c6tes sont constans. Dans ce but, egalons a zero la 
difierentielle dusecond membre de cette formulCi afia de caracte- 
riser ce 7naximum;A\ viendra sur-le-champ 

o= 1 + cot 7 a cot ^ 6 cos C, 

oubien 

o = sin i a sin j 6 + cos 7 a cos j h cos C. 

Or , en mettant successivement pour cos C ses deux yaleursi; 

\ ~ 3sin' 7 C et acos* \C — 1 , on a 

acos I a cos \ h sin* \ C= cos \{a — i), 
2C0S 7 a cos ^ t cos* 4 C= cos 7 (a + b). 

Et, divisant ces deux relations Tune par Tautre, ii vicnt 

Mais par une formule de Neper, 

I. i5 
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ainsi definitirement 

tang i C=a»tang f (^4- i5), et G =«^-f- 

II resulte de la que detozis les trianglesspheriques formes avec 
deux cdtes donnes et un troisieme d volontSy le plus grand est 
celui dans lequel Vangle compris parles deux cdtesdonnes, est 
egal d la somme des deax autres angles. 

On trouvera au livre VII de la Geometrie de M. Legendre, une 
autre demonstration de ce theor^me. 

La formule (4), qui donne Taire d'untriangle en foncti6n des trois 
cotes, procure une expression tres simple du rayoq du petit cercle 
iriscrit. En effet, y d^notant ce rayonj Tona, par rart. 88,' 

ta»g =ij tang ;y sin a) ; 

partant, 

tang^ y = tang i ^ tang f 5 tang \ Csin (5 — tf) sin (* b) sin (^ — c). 

Substituant pour tang { A'^ tang \ fl, tang 7 C leurs raleurs (art.64), 
it yient ) r^daction faite, et apr^s avoir extrait la raciiit cubique, 



tangsj. s=s t^s^" — q) sin (j — hy aia (^— c) 

€t enfin, a cause de la formule (4), 

fasb \ 2 cos \ a cos ibcosic 
tang y = s : 

ejcpression qui renlre necessairement dans celle relative au trianglje 
rectiligne, lorsque les c6tcs du triangle spherique sont infiniment 
petits. 

Les auteurs de Traftes de TrigoBometrie spherique a Tusage de 
FAstronomie, donnent ordinaireraent une collection de formules 
differentielles trigonometriques , et meme de formules aux diffe- 
rences finies : nous eti demontrerons quelques-iraes a mesare que le 
besoin s'en fera sentir ; mais on poorra consulter, pour plus de details, 
le 1" volume de VAstronomie de M. DeKimbre, ou la Trigono- 
metrie de Cagnoli, 52* edition, traduifede ritalien parlVf. Cbompfe; 

Voyons maintenant la resolution des . triangles , par la voie dea 
«eries. 
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GHAPITREIII. 

Resolution par les' series, de divers cas partiodliers de la 

^rigonomdtrie. 

91. iiA resblution des triangles par les formules que nous avons 
donnees dans les deux chapitres precedens, a tout le degre de gene- 
raliteque Fonpentdesirerjmaid il arrivequelquefois dansla pratique, 
que i'erreur des Tables logarithmes influe sensiblement sur les 
valeurs auxquelles conduid^t les solutions generales : par exemple, 
lorsqu'un angle est donne par son sinus, il ne peut etre determin6 
rigoureusement a Taide des tobles ordinairesa 8eptdecimales,lors- 
qu'il diffSre tres peu de Tangle droit.Pour obvier a cet inconvenient, 
jaous analjserQOS quelqqes-qns de^cas particuliersdontlessolutiona^ 
quoiqu'approximatives, ont cependant Tavantage de, procurer .de? 
resultats numeriques plus icxacts et plus independans de rerreur 
dont il s'agit. 

Nous emploierons les relations suivantes, qui sont assez connues 
pour que nous soy^oins disp^nse d'en rappeler les demonstrations. 

sin «^x—p^gg + ^-^:!^-.,., 
cos jc»i— — - H —5--/ — 

i.a * i.a.3.4 ' 

1 1 3 1 3 5 

x = sinx+— T^.sin^x ^---^rsin^ — ^V-^sin' , 

2.0 a.4.& 5x. 4.6.7 

5c=lang5f — ^ tang^ X + i tang* — ^tang' x -{-... , 

log (i=fcx) = =l=x — ^'±~~ "^^---o 

cos x=cos Xj ain «=sin x, 

flcos*x=cosax+i,' asin*x= — cosax+i, 

4cos'.x = cos3x + 3co3 x , 4sin^ x = — rsin 3x + 3sinx , 

8cos^x=cos4x+4cos2X+3, 8sin^x=cos4x— 4cos 2X+3. 



1 



aoo TRAIT^ DE G^OD^SIE. 

Nous aurons aussi occasion de convertir en parties du quadrant, 
ou en grades, un arc donne en parties du rayon pris pour unite. Cette 
operation est fondee sur la consideration suivante : 

Si Fon suppose que le rayon soit developpe sur la circonference, 
il comprendra un nombre de parties du quadrant, que Ton obtiendra 
a Taide de la proportion 



2 



sr designant la demi-circonference d'un cercle dont le rayon = i , 
Q le quadrant, et M un arc egal au rayon. 

Dans la pratique , i"^ depend du systeme de division que Ton 
adopte; ainsi, dans i'hypolhese que 1^ = 100 grades ou degres 
decimaux, le rayon sera exprime en centigrades ou minutes cente- 
simales, par 



i?' = ''-^ = 6366^1977337, 

dont le logarithme =5 3.803880133975 a cause de^Tf = 3,i4i5g3, et 
de = 2oooo\ 

De meme ie rayon sera exprime en decimilligrades ou secondes 
centesimales , par 

i{*~?£2£E£2=;6366i9',77^57, 

dont le logarithme est 5.8o388oi. Nous employons Taccent grave 
pour designer les minutes et secondes de degre decimal , afin qu'oa 
ne puisse pas les confondre avec les minutes et secondes de degre 
sexagesimal. 

Ainsi, un arc quelconque, donne en parties du rayon considere 
comme unite, sera exprime en secondes, par exemple, en le mul- 
tipliant par i?"; et un arc donne en secondes sef a converti en partios 
du rayon, en le divisant par iJ". 

Si on employait rancienne division du cercle , on aurait 

ir'= 306364 ,8, 
et logiJ" = 5.5i4436i. 

II est remarquable que i?"=4j^3i du moins a trfis pea pr5s. 
Poiji: convajnQic, ij .suliU.de remarquer que le sinus de 1", vu 
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ea petitesse, poayant etre pris pour Tarc m^rne, on a seosiblement 
;^-p — mais = R" exactementj ddnc 

M" = -^. 

sin 1 

Nous ferons, par la suite, usage deVune et deVautre expressions 
du rayon reduit en secondes. 

Resolution d'un triangle rectiligne dont deux cotes sont donnes 

avec Vangle compris; 

En supposant cet angle tres obtus; 

En supposantqu^un des cdtes donnessoittres petitd Vegard 
de Vautre. 

92. Soienta, bles cotes connus, et C= a^ — 6 Tangle compris, fl 
etant tr^s petit. 

La formule (^) de Tart. ^^donnera, en conservant la notation 
qui y est indiquee , et en faisant attention que le cosinus de C est 
negatif, ' ,^ ^ 

c* = a* + + 2a6 cos 8; 

mais Pangle 9 est si petit par hypothese, que les tables des sinus 
qui ne renferment les logarithmes qu'avec sept decimales , ne don- 
neraient pas le log cos 9 avec assez de precision ; ainsi Tevaluation 
du terme 2ab cos 6 ne serait pas assez exacte : a la verite on pour- 
rait, dans ce cas, recourir a la formule de Tart. 48 mais il vaut 
encore mieux proceder ainsi qu'il suit. 
D'abord, d'apr6s Tart. precedent, 

cos8 = : ; 

ainsi 

c» = a* + + aat (1 — Q = (a + by — aM* ; 

donc si Ton prend la racine quarree en se bornant aux termes de 
l!ordre fl% on aura 

c=(a + 5)-i^ (I). 
II est remarquable que^ dans cette formule tres simple, 9 est 
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introduit comtne un arc donne en parties du rajon; mais dans la 
pratique, cet arc est donne en minutes ou secondes; et comme il 
doit etre employe dans la premiere hypothese , il faudra diyiser 9 pair 
R' ou i?"; on aura donc en.general 



Maintenant, de requation = - , ou = - on tire, en sub- 

' * sin C C SID 9 c ' 



c 

|3 



slituant la valeur de c et celle de sin = fl — — 5 , 

2.0 

sin^=^in9=<,(fl-^)c-=<.(9-D(^+i.5^)i 
ou bien 

Mais Tangle Cetant tr^s obtus, rafngle^serafort aigu; ainsi le sinus 
de celui-ci pourrait 4tre prisponr 8oaarc,e£^/c6 f^ers^.Maisd'ail« 

leurs on a sin^=^ — -g-; donc-<d^ = sin^H — g~. Substituaut 

pour sin ^ et sin leurs valeurs deduites de Tequation (a), on 
auraplusexactement, en scbornanttoujours auxtermesdeFordrefl^, 

^ = sm ^ 4- — - = -qp:^ (i + -(-^^^ 

Ilfaut, dans cetteformule, comme dans la valeur precedente de c, 

et pour la mcme raison, ecrire ^ au lieu de : mais la valeur actuelle 

de serait donnee en parties du rayon; donc, pourTavoir cn 
minutes ou en secondes , ii faudm la multiplier par R , ce qui 
revient a 



a + 



g5. Supposons maintenant que h soit beaucoup plus petit que 
et qu'on veuille Tangle B en seriej on developpera d^abosd la for- 
mule 

a sin (g 4- Q 

b — fiin ' 



Digitized by 



Google 



nVRE DEUXlfiME. wS 

qui deviendija 

a sin B = & fsin B cos C+ cos B sin C), 
et de laquelle on tirera 



8m B b sin ^ 



cosB o — i cos C 

Mais en general 

^etant la base des logarithmes neperiens, ou le nombre dont le 
Ipgaritbme hjperboliquc est = 1 ; par consequent requation prece- 
dente deyiendra 

' Cdle-ci peTrt ^re mise sous une forme plus simpleet ptos syme*- 

trique j car en divisant le premier membre haut et bas par e""^*^^, 
on aura poW quoticnt 

' ^^y-^ -, ou pour abreger, -^j^ 

et le second membre pourra s'ecrire ainsi : 



— 1 — i/r / simplement t-t^* 



L'equation (3) est donc de la forme 



1 _ fi—Y , 



or, si dans cette demiere on chasse les denominateura, et que Toa . 
reduise, on trouvera 



et si on remplace /3, 7 par les valeurs que ces lettres repre- 
sentent, on aura 



a 
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ou prenant le logarithme neperien de chaque membre, 

fjflv/^i = log iST— log D. 
Maintenant, developpant le second membre d^apr^s la formule 
connue, log (i — x) = — ^ — 7 — 3 — ^*^ ? ^^^^ 



puis divisant tout par 2 \/ — 1 , et reduisant au moyen de la for- 
mule 

7= = sin. TTiC, 

on aura enfin pour la valeur de Tangle JB, exprimee en parties du 
rayon. 



5=-sin C4-— .sin2C-t- -|^sin3C+. 



Cette serie eiegante, a laquelle M. Delambre estparvenu le pre- 
mier, est evidemment.d'autant plus convergente, que h est plus 
petit a l'egard de a : elle donnera B en secondes enmultipliant tous 
ses termes par JR". 

II suitde la que si onavaita resoudre Tequation tang x = ^ l^^c^^c * 
et que fA fut une tres petite fraction, commeci-dessus, on aurait 



x = ft sin C — --sin 2C-f-^- sin 3C — . 

2 o 



Pour avoir le logarithme du cdte c par une serie qui procede sui- 
vant les cosinus des multiples de Tangle oppose, mettons au lieu 

de cos Csavaleur : on aura 

et par consequent 

c« = (a - le^^-') (a - 
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Prenant le logarithme de chaque membre, et reduisant en serie^ 
il vient 



aa-^ 3a^ ^ 

puis simplifiant a Taide de la formule cos mC^ ~ , 

reduisant et changeant lcs logarithmes neperieos en logarithmes 
vulgaires, on a 

log 0:;= loga — Jf ^COSC— Jlf -~;COS 2C — M -^, cos 3C — .... 

M designant le module o,434a945. Cette serie tres remarquable est 
due a M. Legendre. 

^ltant connus rhypotenuse d^un triangle spherique rectangle, 
et un des angles obliques, trouver la valeur du cote adjacent 
d cet angle, exprimee en serie. 

g4. L'equation qui donne le c6te de i'angle droit c en fonction de 
rhypotenuse a et de i'angle compris B est, d'apres Tart. 56, 

tang c=:taDgacos 

on a donc 

tang a — tang c = tang a (i — cos 5), 
tang a + tang c = tang a (i + cos B) j 

or, si on divise les deux equations Tune par Tautre , ii vient 

tang a — tang c i — cos B 

tanga + tang c i -f- cos -fl * 

OU 

sin (a + r) o • ? 

et si on change les sinus en exponentielies imaginaires, on a 



e 



Multipliant et divisant pare^""*''^, on trouve 



\ 
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d'oa 

Mais _ 

,/ c)l/—I 

- lang- i 5.^— - lang- \ B.^-^^L-; 
substituant cette valeur dans Tequation precedente, on tire enfin 

Maintenant si, comme dans rarticle precedent, on prend de part 
et d'autre les logarithmes neperiens , et que Ton developpe cn verta 

de la formule log (i + z) = z — — + ^ il viendra 



fl(a—c) /—i^tang^ ^e"^'— itang4 ffe*-^- + \taxi^^Be^^^. 

—tang*i ^e-^K-+ i tang^ J?^'^-— i tang^.i ^6-^^"=^+. 

et enfin 

: tang* I B sin aa — ^ tan g^ i B sin 4a + ^ tang* . 1 2? «in 6a ~ 



Cette serie, que Lagrange a publi^e pour la premi6re fois dans 
les Memoires de VAcademie de Berlin,*^kunee 1776, se deduit 
aisoment de celle de Tarticle precedent, comme onpeut s'en assu* 
rer; elle n^est qu'un cas particulier d'une autre plus generale, que 
M. Legendre a donnee dans ses Exercices de Calculintegraly lors- 
qu'il s'est propose de developper en scriesconvergentesrarcdontla 
tangente est donneeparune fonctron rationnelle des sinus et cosinus 
d'un autre arc indefini {voyez cinquiSme parlie, pag. a38). 

9$. Soit generalement tangc=6 tang a\ on aura, d'aprSs ce qui 
precede, 

a — c = |^|sin aa — l(^|ysin4a + 

SiPon voulait avoir a — c en fonction de c, on tirerait d'abordde 
requationhypolhetique, tang ^ = j tangc, ou,pour abreger, . . . 
tang a s= fl' tang cj ainsi , en vertu de la serie precedente, on aurait 
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ou 

ou bien, en changeantles signes, 

a—c^ (i^^sin2C+i(^7 KlT^y ^'^- 

Ces series ne peuvent etre utiles dans la pratique, qu'autant qu'elles 
convergentrapidementjce quiexigeque soit une fraction plus 
petite que Tunite. 

Resolution d'un triangle spherique dont deux cdtes sontpeu 
differens du quadrant. 

96. Soient aetb les deux cdtes donnes , supposes tr^s peu differens 
du quart de la circonference; on propose de troaver C en fonctiou 
des trois c6te8 a ^by c. 

Par hypoth^ 

a = i<^ — flt, 

et comme a et jS sont tres petits, Tangle Ca pour mesure un arc 
tres peu £fierent de c. Soit alors 

on aura 

sin i C= sin i (c+^c) = sin ^ c + ^ « cos i c, 
puisque x est fort petit j et par suite, 

sin* X C = sin* i c + x sin ^ c cos ^ c. 
L'equation exacte 

1 Q_ sini(h^-c—d)sini(a + c—b) 
* sin asinb ' 

obtenue dans Tart. 64, resout fa question proposee; mais vu qu'il 
serait penible d'avoir C avec une grande exactitude, il vaut mieux 
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calculer le pelit exces jc de Tangle C sur c. Pour cct eiffet, Pon mettra 
dans Tequation precedente pour i et sin* ^ C leurs valeurs ac- 
tuelies, et Fon aura 

. , . , , sin*5CC08*K« — /9)— cos^i^c sin*i (flt — /3) 

sm'jC+xsiniccoslc= — — m ^ ±a i : 

* * * * cos a cos fi 

puis prenant la valeur de x sin ^ c cos i c, il viendra 

. , , fcos^ { («—/8) — C09 m cos /3lsin* i c — sin» ^ («—/8) cos* i c 

sm ^ c cos i c= ^ — — ^ — ^ ; 

* • C0S«C0Si8 ' 

mais 

cosacosi3=^cos(H-i3)+7COs(a~i8)=cos»^(a— jS)--sin4(ct4-i0), 

puisqu'en general cos p^i — asin' t p = acos' — i j 
donc 

y _ sin' + tangi c — sin» j (m—fi) cot j c , . 

C0S«C0Si8 ^ 

Telle est la formule a laquelle M. Delambre est parvenu, par une 
voie diflerente : en prenant ies petits arcs pour les sinus, elle rentre 
dans ceile que M. Legendre a donneej c'est-a-dire que Ton a, d'apres 
cette hypotWse, 

:c = 1 (flt+^)' tang 1 c — i (ct~ ^)' cot i c (a). 

a« Solution. On parvient plus simplement a cette formule ainsi 
qu'il suit. D'abord a cause de 

_ ^ ^ cosc — cosacosA 

COS C= ; r—r , 

on a 

^^^Q cos c — sin « sin /8 cosc— «/ft 

COS « COS i8 ] — ^ («* + /8*) 

= C08 c — a/3 + ^ (flt' -f- /3') cos c = cos ^ — X sin c , 
en ne conservant que les quantites du second ordre; et de la 

.^jg — i(^*-f i8')cosc 



« = 

sin c 



D'ailleurs a cause de 

cos c = cos' i c — sin' x c, ' 

et de 

«j3 = ajS (sin' f c-f- cos* i c), 



Digitized by 



LIVRE DEUXlllME, 109 
Qn a comme ci-dessus, 

a&in c = 4s>n i c cos | c 

= (i±?)'t.Dgic-(!^'cotJc. 

Dans la pratique, a + /5 et ot — • /3 sont donnees en minutes ou 
secondes, tandis que ces quantites doivent ^tre considerees dans 
cette formule comme des arcs compares au rayon pris pour unite : 

maissiFonymet -^et— la place de a-|-/3 etde a — /3, la 

correction x fera elle-meme partie de ce rayon, et en la multipliant 
ensuite par JS" elle sera exprimee en secondesj on aura donc en 
general, mais d'une mani^re un.peu moins exacte, 

II est evident que Ton obtiendra de meme x en seconde^, en mul- 

tipliant par JS'', ou par le second membre de la formule (i). 

Si Ton veut maintenant c en fonction de C, on remarquera que 
puisque ces deux quantites diffirent tres peu Tune de Tautre, on 
peutecrire Cau lieu de c dans la valeur precedente de x, ce qui re- 
vient a negliger les quantites du troisieme ordrej ainsi, d'une part, 
on a 

c — C — X, 

et de Tautre , si Ton fait — x la corrcction cherchee sera 

y=-K«+^)--"-^+K*~/3)*'-^ (3). . 

On verrapar la suite que la formule (2') sert pour reduire untingle 
a rhorizon, et que la formule (3) est employee pour reduirc un 
angle horizontal au plan des cordes de deux arcs terrestres. 

Resolution d^un triangle spherique dont un cdte est tres petit d 
Vegard des deux autres. 

197. Le calculdeslatitudes, longitudes et azimuts des points fon- 
damentaux d'une carte, derive, ainsi qu'on le verra par la suite, de 
la resolution compl^te d'un trianglo spherique dont un c6te est fort 
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petit par rapport aux deux autres. Occupons-nous donc de cette 

question. 

1" Solution. Denotons, comme a Fordinaire, par B, C les 
angles, etpar a, c les cdtes d'un triangle spheriquc quelconque; 
et cherchons les parties inconnues de ce triangle, dans lequel les 
deux c6tes h, c et Tangle compris ^ sont supposes donnes. 

Cherchons d'abord les angles B,C, et supposonsc < onaura, 
par les formules de Neper (art. 64), 



tan%i{B-hC)=iCoti^ 



(V ) 

- (rr) 



tang - C) = cot i ^ ~7!±5\ 

\ a / 



am 



Renversant ces valeurs, et developpant, 11 viendra 

' cotlb 
. tang^c 

.ang[.oo.-(£=£)] = --^.aogx^. 

* tangi b 

Ces deux equations etant de la forme de celle de Fart. 96, on aura^ 
en reduisant en series par la melhode de cet article , 

.„o.-(^-7£)=J^+gijaic^+i«4|«n.^ 

d'ou Ton tire par addition et souslraction, 

aoo' — ^Ss=:i^~[tangi t — cot^ b] tang -^csin^ 

+r[tang*i t+col^^] tang* i csin 2^ 
— i[tang'i6 — cot'i^|tang3icsin3u:/+... 
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ct 

+Ktang46+cotHi]tang^icsin3^— . . . 

Ces deux series regulieres, dont la loi est evidente, sont dues a 
Lagrange : eiles convergent d'autant plus rapidement, que c est plus 
petit par rapport aux deux autres cotcs. 

g8. Dans la pratique de la Geodesie, il est plus simple d'employer 
les arcs que leurs moities. Pour se conformer a cet usage , on re- 
marquera qu'a cause de 

tang rft = — ; r, et cot \ h=i 

^ * 1 + cos o ' ' 1 — cos 

on a 

- , t 1 — cos • 1 M.% t 1. 1-4- cos b . m 

et par suite, 

tang^i — coi \h = — acotft, 

tang* i * + cof i i = a[i + acof i] , 

tang» i 6 — col' i t =— acot * [3 +4cof d], 

tang i6 + cot ii=^-Aj, 
tang.i6-cot-J = -^-^lJ, 



sin 

22 



tang^ T & + cot^ ^ * = + ^^^^* 

Substituant ces yaleurs dans les deux series precedentes, elles se 
changeront en celles-ci : 

30O — B^A 4- atang j csin-^ cot tang* f csin . [i+acol*i] 
+1 tang^ i c sin 3^ . co t i [3 + 4cot' 6] , 

C= a t5!!iif 8in + n '^fM sin . cot 6 

. tan^ ^^.^ 3^. [l + 4C0t. h\ 

• ' ain o ' -* 

On pent d'ailleurs ordonner ces series par rapport aux puis- 
aances de Tarc c; car on a 

tangic = | + i(iy, tanric=^, tang4e=f 
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et, substitutions faites, il vient 

aoo^ — i? =^ + c sin ^ cot J 4- 7 sin ^A. (i + acot* h) 

+ T^c^ sin 3^ cot b (3+4cot' b) 
+ ri ^ sin cot b , 

C= ^ sin ^ + i — sin . cot J + sin 3^ (i + 4cof b) 

+ -nr— -rSin^. 
' * * sin 6 

Enfin , a cause de sin 2A = asin A cos et de sin 5A = 5sin ^ 
— 4sin^^=5sin^ — 4sin-^(i — cos*^)= — sin-^i^+4sin^cos*^, 
on a 

(I) . 200^ — J5 = ^ + c sin ^ cot i + i C sin ^ cos^ . (1+ 2Cot*6) 

+^ c^sin^cos'^cotA(5+4cot*^) 
— ^c^sin^CQtfc(i+acot*6), 

(II) . C= — -rsin-^ 4 — ~ sin A cos A cot b 

+ j jrj^-^sin^cos*^(i+4cot*i) — |^^sin^cot*i. 

II reste, pour coniplelcr la solution du probleme dont il s'agit, a 
trouver ic cole a cn fonction des meraes donnees A. Or, de 
requation 

cos a = cos b cos c + sin 6 sin c cos A 
on deduit aisement celles-ci : 

si n* i a=sin' j6 cos^^c +cos'i b sin^ c — asin cos-^ccos sin \c cos^, 
cos'^ a = cos'j 6 cos'i c +sin' ^6 sin^c+a cosi^ cos^c sin jb sin jc cos^; 

d'ou l'on voit que sin 7 a pciit etre considere comme le troisieme 

c6lc d'un triangle rectilignc dont on connait ies deux cotes 

sin 7 b cos { c , cos^ sin ^ c, et l'angle J coinpris. Appliquant donc la 
mctliodede l'art. gS, on a, en logarithmes vulgaires , 

log sin ia=log(sin ^ ftcosic)— JfJ^f^cos^— itf ^^~cos 2.^—.... 
et 

logcos.^a = log (cos : ftcosic)+Jf^^|^cos iff 

ilf etant lc modulc 0,43429453 par consequent en soustrayant, Pona 
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en logarithmes neperiens 

log. tang ia:= log. tang — tang f c [tang 7 i + cot ^ i] cos ^ 
+ ^ tang* i c [tang* jb — cot' i b] cos 
— i tang^ 7 c [tang* i 6-f- cot' i ft] cos 5^+.... 

Cette serie rfest pas sous une forme commode pour procurer 
la yaleur de a en une autre serie qui proc^de, comme les deux pre- 
cedentes , suivant les puissances de c. Cependant si on youlait en 
deduire cette valeur, il faudrait supposer d^abord 

ia=i A +Ptangic+ Qtang*^c + i?tang4c...., 

Py Qj R... etant des coefficiens indetermines, puis prendre la tan- 
gente des deux membres, ensuite les logarithmes, et developper en 
serie suivant les puissances de tang 7 c^ ce qui donnerait avec un f 
peu d^attention, 

log . tang ^ a = log . tang ^ i + tang { c [tang {b + coi{b]P 

+ tang* { cj^Q Ctang i 6-hcot i 6)+^'(tang4t-<5ot4i)] 

+ tang^ ^ c [ij (tang ^ &+cot i J)+|!(tangi6+cot ^b) • 

+ PQ (tang^ ^ — cof i 6) + 3-' (tang* ^b+col' i 6)]- 

Alors en egalant terme a terme cette valeur avec la precedente, 
on aurait, apres diverses transformations, 

P = — cos^, 
Q = cot 6sin*-^^, 

-R = a (7 + cot' b) cos ^ sin*^ + j cos -^, 
et definitivement 

(III). a=&— ccosudr+^c*cotisin*^+^c^ cosu^ sin»-^ (^+coVb). 

II faut convenir que cette solution , malgre son elegance , est extre- 
mement laborieuse; mais en voici une autre purement elementaire 
qui tf a pas cet inconvenient. 

99. a* Solution. Dans le triangle spherique -^, C on a 
X. i5 



i 
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(i) cos a = cos b cos c + sia ( sia c cos 

(a) tamgB^ . ""^ 

^ ° cot 6 sm c — coi c cos ' 

(3) tangC= , ■ . 5. 

^ ^ ° cot csm o — coi o CO0 ^ 

Ordonnons d'abordle second membre de Fequation (1) par rap- 
port aux puissancee ascendantes de Tarc c, eu y mettantau lieu 
de sin c et cos c leurs valeurs en series (art. 91)5 on aura, en s'arre- 
tant aux tcrmes en c^, 

cos a = cos b (i — j) + sin i^c — cos ^ 

= cos 6-f-c sin b cos ^ — i c* cos b — | sin b cos 

ce qui fait yoir que 

(4) a = b + cP + C'Q + c'R+....y 

P; Qj R etant des coefficiens indetermines. Prenant donc le 

cosinus de chaque membre de cette serie bjpothetique, il yiendra 



cosa = cos6 — cP sin 6— c* 



Q sin — c* 
P^cosft— c^ 



(H-^sini 
PQcosi; 



ct comparant terme a terme cette valeur de cos a avec la prece- 
dente, on trouvera, aprds quelques reductions fiiciles, 

P = — cos-41/, 

Q = 4-^ cot isin*^, 

-R = -f- Kt + b) cos ^ sin* ^ ; 

ainsi portant ces valeurs dans la serie (4), oq obticndra la serie (III) 
precedente. 

Le moyen de determiner maintenant Pangle B est de faire 



tang (300"* — A-^S) = tang (100 — 100 — B) = tang jc, 

car 200* — ^ — J5 etant un tr^s petit angle, on pourra le deve- 
lopper en serie suivant les puissances de sa tangente. £n effet, 



taog^i- cot • 
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el si pour tang B on met sa valeur (a), on aura 

- ain A cos A (i— cos c) + cot fesincsin^ 

S ^ 1 — cos* A (i — cos c) — cot& sin c cos A 

ic*AnA cos A -f^c— sin A cot 4 
i— — cos*-4— f c— -g- ^cosyrf cot h 

Reduisant le second membre en serie par la formule du binome ^ 
on obtiendra , apr^ les reductions, 

tang = c sin ui/ cot 6 4- sin ^ cos 4- cot* J) 

4- sin ^ cos* cot b(i+ col* J) 

— ^ sin -df cot b. 

Mais en general 

tang X — I tang' • . 

ainsi substitaant ici pour tang x sa valeur precedente, et faisant 
attentioQ que sin* -^sT = sin (i — cos» ^), Toii^retombera sur la 
serie (!)• 

11 reste a pbteoir Tangle C. Or, Fequation (3) devient, en y mettant 
pour taug c sa valeur en serie, 



Q «ia A tting c 

o ~ sini — cos >^ cos & tang c 

sin.^(c + 



sin -^os^cot i (^+^)^ 

puis developpstnt en serie, il viendra 

^ sin>^ , . sin cos ^ cot i , ainA 
o sino ' sina ' 5 sinft 

, , sin >^ cos* A cot* b 
' sin 9 

et parce que 

C=BtangC— jtang» C+....V • • 

on aura 

tin A , ^sinAcosA cot b 
smb * smb 
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mais 

subslituant ces valeurs dans celle de C precedente, on retrouvera 
enfin la serie (II). 

Resolution des triangles spheriques dont les cdtes sont tres petits 
par rapport au rayon de la sphere. 

100. Laresolution des triangles spheriques tres peu courbes, se 
ramene immediatemcnt a celle des triangles rectilignes, au moyen 
d'un theoreme tres remarquable du a M. Legendre, et qui est de la 
plus grande ulilite dans les operations geodesiques. En yoici i'enonce 
et la demonstration. 

Le triangle spherique tres peu courhe^ dont les angles sont 
A, Bj et les cdtes opposes a, b, c, repond toujoursdun triangle 
rectiligne qui a les cdtes de meme longueur, et dont les angles 
sont A — i€>B — jfi^C — € etant Vexces de la somme des 
angles du triangle spherique propose sur deux angles droits. 

Puisquea, 6, c S(mt les c6tes d'un triangle spherique construit 
sur une sphere dont nous designerons le rajon par r; un triangle 
semblable , trace sur la sph^re dont le rayon = 1 , aura pour 

c^t^s^*, ;;et parrart.64, 

a b t 
co«-— CO8 -coa - 

- r T T 
COS * T • 

. o , c 
•in - sm - 
r r 

Mais pour abreger , nous representerons respectiyement ^> - > ^ par 
^> i®> ^7 et noiis aurons 

- C08« — cosiScosy 
COS^ = r— -: . 

r etant fbrt grand par rapp<»t aux c6tes a, bf, c, 11 s'ensuit, sane 
erreur sensible, que 

co8<t=i-^4.^, «n^ = ^-j^ 

il en sir^ de m^me des yaleurs de cos cos > el sin y. 
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De la requation precedente deyiendra 

Transportant au nmnerateur le facteur (1 —j — i >') eleve a la 
puissance — 1 , developpant )asqyaux quantites du quatr^^e ordre 
inclusivement, et reduisant, onaura 

««o v_ ia* + y* — . «♦4-ia*4-y*— a"*/»'- a«V— a^» » 
cos ^ — — I ; 

remettant les valeurs de «, /3, y, le second membre sera toujours 
compose de la meme combinaison de lettres, et pourra 4tre repre- 
sente par 

Soit maiDteDant A^ TaDgle oppose au cote daos le triangle 
rectiligne doDt les cdtes seraieut egaux en loDgueur aux arcs a, 6, cf 
on aura, 

elevant les deux membrcs au quarre, et mettant i — sin* -^' au lieu 
de cos* il yiendra 

— sin = + M + d — aa* J^— aa*c*— 26 V 

L'equation (1) sera donc ramenee a la forme 

cos-^=:cos^' — ^isin*-^'. 

Soit = -^' + ; on aura , en rejettan t la seconde puissance de 
cos -^= cos^' — X sin udf' ; 
d'ou Ton tire, apres la substitution de la yaleur de cos^ , 

bc . 

X = sm A. 

^ b . c 

Nous voyons par la que x est du second ordre par rapport a - ei - ; 
ainsi ce resultat est exact, ^ux quanUtes pres du quatri^me ordre. 
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Donc a cause de !^ = x , 

ntiais i hc sin cst yisiblement Taire du triangle rectiligne dont b, c 
sxmt les cotes y laquelle ne differe pas sensibiement de celle du 
triangle spherique proposcj donc si Tune ou rautx^eaire est appelee 
on aura 

ct semblablement, B^^B — , 

c=c-i, 

d'ou il resulte 

^'+i5'+C'=aQ = ^ + B+C— 

Od peut donc considerer ^ comme etant rexoes de la somme des 

trois angles du triangle spherique propose sur deux anglcs droits, 
et Ton doit remarquer que dans tout ce calcul , les angles des deux 
triangles sont censcs mesures par des arcs de cercle dont le rayon 
est runit6. Telle tst la demonstration donnee par Lagrange, dam 
son excellent Memoire sur la Trigonometrie spherique (6* n* du 
Joumal de r^kole Polytechnique). 

Vexces spherique ^ = quiestproportionnel a Taire du triangle, 

peut toujours se calculer d priori, et cela en considerant k triangle 
spherique propose comme recliligne. Si donc deux coles i, c et 
Tangle compris A sont donnes, on aura Taire ^ = 7 icsin^. Si au 
contraire on connait un c6te a et les deux angles adjacensi?, C, on 

auraraire^=ia*^J^7^^J^.Cette formule n'est qu'une transformation 

de la precedente j car il est evident, i*. que sin -^= sin (J?-f- C), 

La remarque de Part. 91 cst encore applicable dans cette cir- 
constance , ou il s'agit d'avoir \exces spherique € en secondes j 
mnsi) 

i = -iir'. 
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La valeur de € etant toujours cl'un petit Inombre Ae secondes, il 
s'en8uit que cclle de Faire du trianglen'a pas besoin d'etre determinee ' 
avec une grande precision. Mais veut-on savoir ce qu'on neglige en 
calculant s par le procede qu'on vient d'indiquer7 on n'aura qu'a 
developper en serie Texpression 

•^"5 • ^ i+tangiatengiicoaC 

demontree a Fart. 89, et Fon trouvera, par la methode de Tart. gS, 

i^sstangja tangifcsin C — i tang' f a tang' ^ i sin aC 

4- 1 tang^ i a tang^ i 6 sin 5C — etc. j 

d'oiiJ'on voit qu'en ne prenant que le premier terme de la serie, 
on neglige des quantites du quatrieme ordre et des ordres supe* 
rieurs , qui sont tout*a-&it insensibles dans la pratique de la Geodesie ; 
on a donc 

l s = .tang j a tang i h sin C, 
et enfin s^^absm C, 

en substituant en outre aux tangentes des petits arcs leurs valeurs 
en serics, et ne conservant que le terme du second ordre, qui est 
le plus considerable. II resulte de la que Taire d'un triangle spherique 
peu courbe, peut s'evaluer comme celle d'un triangle recliligne» 
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CHAPITRE IV. 

Melhodesparticulieresetgeneralesd'in^^ des lignes 

trigonometriques. 

loi. Les logarithines des lignes trigoDometriques ainsi que ceux 
des nombres, qui sont inseres dans les Tables, correspondent a des 
quantiles entre lesquelles on cst, a chaque instant, oblige d'interpoler 
d'autres logarithmes ; mais cette interpolation est souvent trds pe- 
nible, et meme peu exacte lorsqu'on fiiit usage de grandes Tables a 
dix decimales, telles que cellcs de Vlacq, et quand les arcs donnes 
sont tr^s petits. Quoique dans la pratique de la Geodesie Ton ait peu 
a craindre Finfluence des erreurs de ce genre, cependant il convient 
de donner une idee des mojens par lesquels on peut en preserver 
les resultats que Ton cherche , lorsqu'on desire obtenir la plus grande 
exactitude possiblc. Ces moyens, dont il s'agira ici, sont ceux que 
M. Legendre a expliques dans la Connaissance des Tems pour i8ig. 

Soit X un tres peiit arc , exprime en parties du rajon = i , el 
supposons qu'on veuille les logarithmes de son sinus, de son cosinus 
et de sa tangente ; on commencera par mettre les trois premieres 
formules de Tarl. 91 sous cette forme, 

sm *=x(i--g+ — . 

X* X^ 

C08 *= 1 

tang* = «(i + f + . .); 

en&uite on prendra les logarilhmes des deux membres de chacunc 
des deuxpremteres, et Ton aura, apres les reductions, 

log.ooa.= _^_^_?g!_ete., 
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faisant la m^me operation sur la troisieme formule, ou, ce qoiest' 
plus simple , soustrayant log cos x de log sin il yieat ) h 

log.tangx = log ^ + — + ~ + -^83r + ^*^-' 

series dans lesquelles le moduleJl= 0,45439. . . a pour logarithme 
vulgaire 

logjf =1=9,63778 43ii3 00537. 

On abrdgera de beaucoup les calculs en evaluant chaque terme 
separement a Taide des logaritbmes; mais.il faut faire attenlion de 
reduire x en parties du rayon, si cet arc est donne en degres, ou en 
minutes, ou en secondes, afin de le ramener a rhypoth^se de la 
fbrmule ; c'est-a-dire qu'il faut le diviser par iJ**, ou i?', ou iJ". Comme 
Toperation est beaucoup plus commode et plus prompte par les 
logarithmes, on fera, dans ce cas, usage des valeurs suivantes : 

IogiJ*=: i,758ia 26324 09173, 
logi?' = 3,53627 58837 92816, 
logiP'=5,3i442 5i53i 76459. 

Les series ci-dessus sont tellement convergentes, quesi Ton se 
borne a dix decimales, et que x soit plus petit que 6** 7', on pourra 
s*arr6ter aux termes en x^. 

Des formules connues 

x^sin x(i+i.-g-. + ^. — + etc.), 
jc = tang X (1 — y tang'x + jlang^jc— etc); 

on deduit par le xndme procede , 

logx = Iogsin iv+-^ sin' x + "^^^*^* ^ +etc., 
logx = log.tangx — ^tang' jc -f- tang* x — etc. ; 

ce qui donne le moyen de Irouver Tarc dont le logarithme sinus ou 
le logarithrae tangente est donne. 

M. Legendre substitue auxformules precedentes d'autres formules 
plus avantageuses,Iorsque Tarc passe une certaine limite. On arrive 
a celles-cien developpant en serie rexprcssiongenerale log . sin (a+:v). 
1. 16 
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Or^ si pmr abreger, Mon Bdt ]oQmia=tt^le tbeorem^ de Tajlor 

donnera 

logsin(a + 5f) = z + 3^.x+^.j4-^.j;3+etc.; 

mais les cocfficiens difFerentiels devant se rapporter aux logarilhmea 
vulgaires ou de Briggs, on a 

partant, 

log sin (a +«) = log sin a + JSfac cot a (i — ^ + 5;^) — etc. 
H sera tout aussi fecile de trouyer que 

logcos (a+«)=logco8a— JMS» tanga(i + — etc. , 

logtang(a+^)=logtanga+^-j^^(i — xcot2aH-fjc*-f-fx*cot'52a)+etc, 

On emploiera ces fonnules, quand le logarilhme du sinus^du cosinus 
ou de la tangcnte tombera dans les tables entre deux arcs conse- 
cutifea,« + /». 

102. Proposons-nous maintenant de deduire x de requation 

log.tang (a+x) — logtanga=r=aJ!<j9 (i). 

On regardera x comme une fonction de/?; et puisque ces deux 
quantiles deviennent nulles en mSme tems, on aura, en recourant 
autheor^me de Maclaurin, 

serie dans laquelle les coefficiens difiPerentiels doivent correspondre 
a :3C = o. Mais en general, par les difierenciations successives, 
Tequation (i) donne 

^= sin(2a+3x), 
^=2cos(aa+ax).^^= sin(4a+4x), 
^=:4co3 (4a+4«).^=48iD(aa+a5p)cos(4a+4»), etc; 
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par consequenty faisant x = o dans ces coefficiens, il vidnt defini- 
tirement 

x=jpsinaa + ^3in 4a-4-'^sinaacos4a + etc. (a). 

Si on ayaitaresoudre Tequation 

log sin (a+x) — log sin a= r (3), 

on ferait r—Mp cota^ et en passant aux difFerentieUes succes- 
sives, on aurait 

. ^ s= tang (a + k) cot Uy 



d^x cotg , flcotfl sin (a+ j) ^ 

d^ ^'cos*(a4-3P)"*" C03^(a-|.x) * 

mais comme il &ut ensuite faire x = dans oes coefficiens diffe- 
rentiels, on a plus simplement 



Vp/ ^ ' Wv aa' Vd/r'/ sin*.fla iin^fla ' 



dela 



en se bomant aux termes en p^^ 

io3. Les deux questionsjque Ton vient de traitcr sont relatiyes 
aux tables trigpnometriques.Il en existe d^anabgues.pour les (ables 
des nombres; les voici :. 

Soit log ^ un logarithme donoe, dont il faut trouverje nQwibre^ 
correspondant, au moyen de grandes tables de logarithmes. Oa 
choisira, parmi les logarithmes de xes tables, celui dontles quatre 
ou cinq chiffires decimaux soient communs ave<i teg -rf,*et Pon auiiaf 



PassantdelaauxQiombre^^il.TieadFa .. < » 

A — aeT, ' ' ' * " ' - ^ ' ' 

e de^igaanble noxnbre dont le logarithpae.bjpcrJ^^l^e iaiUrne^^ 
s^.i^ et GtaxU le.mQdulQ ^ui sert pfiur «jpsasqi^-des .togfirithmes. 
ordinaires aux iogarithmes hyperboUques > c'est-a-dire que...? 
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raais en general 

1 +^ 4. -^H- + _iiL_ + etc., 

consequerament, 

^ - a = aA*r.e • "'(x + + *^^) ^ 

enfin, prenant le logarithme vulgaire de chaque membre, on a 
log(^— a)=log(a;tr)4-ir+V4A^r* — 7^oi^'r*+et^^ (5). 
S'il 5'agissait de la formule 

log ^ = log a — r, 

on aurait cette serie^ 

log (a— = log (ajur) —i ^Vo A*'HH- etc. (6). 

La convergence de ces.deux series permet le plus souyent de 
s'arreter aux termes en r. 

io4. On resout analytiquement le probl^me inverse avec la plus 
grande facilite. £n eflet, soit^ un nombre donne, dont on demande le 
logarithme exact jusqu'a la quatorzieme d^cimale : on choisira,dans 
les grandes tables, un nombre a qui ait les cinq premi^res figures 
communes avec et Ton fera 

^ — a =5= r, 

apres quoi Ton aura 

log ^ = log a + M(^ — + ^*^-) (7)- 

On suppose, dans cette circonstance, qiie Ton n'a a sa disposition 
que la table ordinaire des logarithmes a vingt decimales , pour tous 
les nombres depuis 1 )usqu'a 1161 ou laoo; alors pour trouver le 
nbmbre a, oricherchera dans la Tablci des diviseurs les plus simptes 
des noilibres,'par M. Biirckhardt^ uxi nombre tr^ peu difierent de 
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celui qu'expriment les quatre ou cinq premi^res figures de^, et dont 
les facteurs soient plus petits que 1161, afin que leurs logarithmes 
puissent se trouver dans la table arec toute Texactitude desirable. 

io5. Un autre probleme non moins important a resoudre est 
celui-ci : Etant donnes separement log B et log C, trouver le loga- 
rithme de i3 + C ou celui de iSf — C, c'est-a-dire reduire deux termes 
a un seul. 

Supposons C < 55 on fera ^ = et Ton aura . 

log^==Iog C— logB, 
log (B+C) = logiSf + log(i 4-^). 

Maintenant soit a un nombre fort approche de et dont le lo - 
garithme se trouve dans les tables, ainsi que log (i-f-a) ou log (i~a)j 
on aura 

Ipg ^ = loga=fcr, 

r etant une tres petite quantite qu'il &ut determiner avec beaucoup 
de precision. Si l'on passe de la aux nombres, on^aura comme ci- 
dessus, 

ou bien 

l+-r^ = i + a6^H-a — aj 

par suite 

1 +-^= (1 +a) [1 - (7^) (1 - c^") ]. 
Soit b s= j on pourra ecrire 

i+^ = (i+a)[i-J(i-.e^'')]; 
et prenant les logarithmes vulgaires de chaque membre, 11 viendra 

log(i+^>==log(i+iZ>-i»fi(i— 6^0— Jl^j(i— ^O*— etc.^ 

Jf etant toujours le module 0,434^9448. Mais 

e'*^ = 1 +/iAr-|-etc. ; • . 
on a donc, a cause de /t«3f =t= i, 

log (1 +-^)=:log (1 +a) dfc ir-h ^'^fiT-ztatc, (8)j 
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et siron fait b = — on aura de m^me 



log (i ~ = log (i - a) ^z br^ ""-^fir^ =F eto. (9). 

Pour des taWes ordinaires a sept decimales, il suffit de tenir 
compte du terme en r. M. Legcndre pense qu'a Taide de ces der- 
nieres on peut calculer aisement toUtes les formules trigonome- 
triques a deux termes , parce que Ton evite Temploi des angles 
auxiliaires , qui aliongent souvent ks operations numeriques. Cest 
pour cette raison que nous sommes entres dans quelques details 
a ce sujct. 

.106. On peut substituer a ces formules particulieres d'interpolation 
une formiile gen^rale qui dispense de connaitre la loi d^apres laquelle 
se formcnt les tiermes Successifs des tables. 

Soient ^\ etc, les termes consecutife d'une serie 

correspondans aux indices en progression arithmeUque ou par diffe- 
rences, a, a A/a 2A, ^ + 5A, etc. ; on aura un terme quel- 
cohque y ou ^(,) oorrespondant a 1'indice a + nh par la formule 
suivante, demontree a la page 617 du Traite elemenUiire de Calcul 
integral^ par M. Lacroix, savoir : 

.(„-0(i.'-a)(^j,^^,tc. (10), 

dans laquelle cT^, ^^^, ^^^, etc, designent les difFerences i'% a% 
3% etc. de supposees continuellement decroissantes et positirM. 
Lorsque les tables nc donnent que les differences premi^res, il 
faut, par des s6ustr^ictions successives , 'former les diflerences ulte- 
rieures; Apresquoi Fon emlike les tcrtBes de la serie precedonte, 
en poussant fapproximation jusqu'au degre de precision que com- 
portcnt lcs tabtes. Bi, par cxenrpie, on-employait ceUea de Vlacq 
qui sont a dix decimales, il suffirait de n'avoir egard qu'aux difie- 
rences secondes; ainsi on aurait srmplement 

= ^ + n(f^ 2=11 ^.^) (1 a) , 
et de la , en faisant ^(.) on tirerait 
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c'e8t-^irdire qoe ponr troaver n par k mojen de on negligerait 

d'abord au denominateur le terme du second ordre ^—^ ^^A^ pour 

avoir une premiere val^ur approchee de ;i qui serait n st-^jrj- , et a 

Taide de laquelle on evaluerait d'une mani^re suffisamment exacte 
le terme neglige. Ensuite on determinerait uoe seconde valeur de n 
par la formule entiere (la) : elle representerait alors le veritable 
indice cherche, et l'on n'aurait plus qu'a evaluer la variable a-^-nh 
correspondante a la quantite donnee. De cette maniere on obtien- 
drait dix decimales pour les logarithmes et dix chiffres signiflcatifs 
pour les nombres. 

107. Exemple J.Supposonsqu'ondemande Tangle ^(^^donnepar 
la valeur log. sin ^^,) = 9. 65797 90661 2900, et qii'on ait a sa dfe- 
position les grandes tables de la Trigonometria Britannica calculees 
pour des intervalles d'un centieme de degre; on verra de suite que 
Tangle ^(.^ est compris entre ai*,i8 et aiVg, 

Soit donc a = on aura immediatement , a cause de la 

relation (5), ^ 

log.sin a = 9,55786 68865 5682, 
mais log.sin us/(„) = 9,66797 90661 2900; 

ainsi, difi^rence r = 11 21796 9218. 

Maintenant calculant seulement les deux premiers termes de la 
serie (4), on a, en les evaluant en degres, 

. log r = 6,04991 38568 33 
Iog(~=^)c= 0,36221 56887 00 

iog.tang a — 9,68824 i34 4 7 98 log.stn m = 9,82862 24 

log p = 6.00037 08905 3i .6,00037 9 

log = 1,76812 263a4 09 log./^rsin 2a = 6,17184 85 

log [1] = 7,76849 36227 40 7,76 849 55 

log [2] = 5,95o34 20 i 

mais a cause de ^f,)= a + et de 5C = [1] + [2] + etc., on a 

4. [1] = ai%i8573 44751 384 

[2] = 85i8 o85 

angle cherche -i/(«> = 21% 18673 63a49 469. 
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Les termes en que nous avons negliges n'augmenteraient que . 

d'une unite la dixi^Ine decimale: leur valeur est i.o64. 

Pour verifier ce resultat par la formule generale d'interpolation , 
il faudra former le tableau suivant au moyen des difi^rences pre- 
mieres prises dans la table. 



a 


log a ou ^ 






i^A 


t^A 


fli»,i8 


9,55786 68865 368a 


19 55725 3i25 
19 54712 7677 
19 53701 1340 

19 62690 4^02 


— 1012 5448 

— 101 i 6337 

— 1010 7a38 


9111 
9099 


— 12 



Or, on a A =:p%oi et 

♦ >^(.) = «H-(o*,oi)n=^j 

et puisque d^apres la formule generale dlnterpolation rapportee ci- 
dessus, 

que d'ailleurs 

y — .^ = log.sin ^(,) — loga = ii 21796 9218, 

on trou vera , par la methode des approximations successives indi- 
quce plus haut, que la valeur approcheede ti, en negligeant d'abord 
lcs ditTerences 3« et 4*, est /1 = 0,67353 a6, et qu'ensuite on a plus 
exactement n = 0,67353 260621 70 j ainsi definitivement Fangle 
chercbe ou 

u^(,j = a4-(o%oi) 7i = ai%i8673 63a6o 627, 

a tres peu pres comme ci-dessus. 

Exemple IL On propose de trouver le nombre sachant que 

log = 9,63778 43ii3 00637. 

Les Tables de Callet, qui sont a sept decimales, font d'abord con- 
naitre que u4 = 0,4342946. Prenant pour les cinq premiers chiffres 
decimaux 4343o; ce nombre, ou simplement 4343, est le produit 
de 43 par 101. Comme il approche de celui qu'on desire trouver, 
on fera 

a = 0,4345 = 0,43 X 1,01 , 
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et par la table I a yiogt d^cimales qu'on troaye anssi dans celles de 
Caltet^ on a 

log.0,43 == 9,65346 84555 79^86 5 
log 1,01 = 0,00433 13737 83643 6 
de la log a = 9,68778 98295 62239 

mais log ^ = 9965778 45ii3 00557 

donc, difierence ou r = 55i8o 61693; 

Calculant maintenant la formule (6), qu'on peut reduire a celle-ci : 

log (a — = log {af^r) — ^ r, 

ona 



log r 




4,74178 655i6 


log 




o,56a3i 56887 


log a 




9,63778 98293 6 






— 27690 3 


Ibg ifi — A) 




4,74178 93106. 






0,00000 55i8o 96748; 


a 




o,4343o, 


A 




0,43429 448ig o3a52; 



Dela 

et puisque 

on a enfin 



c'est precisement le module que nous ayons designe d-dessus 
par M. 

ExemplellL On demande le logarithme du nombre 

^=5,i4i59 36555 89795, approchejusqu'aIaquinziSmedecimaIc; 
ce nombre est, comme on le yoit bien, ia demi-circonference d'ua 
cercle dont le rajon est egal a runite. 

Soita= S,i4i6= 1,68 x 1,87 ; on aura 

a — >:/= r= 0,00000 73464 10307, 
et la formule (7), en y faisant r negatif, puisque a>-^, deyiendra 

log^ = loga~^^(i + i£+f^; 

«a reraluant parle mojen des logarithmes, on aura 

1. »T 
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log 1,68 a o,aa55o 9S817 ^5869 85 

log 1,87 = 0,97184 16065 36498 97 log r = 4,86607 51747 
log a = 0,49715 08882 6a36i 8a 0,49715 o8883 

[1] = — 101 55 67040 6 log ^ = 4,36892 42864 

0,49714 98726 96391 & log Jtf = 9,65778 4 3ii5 
[2] = 1187 4 log.[i] 4^00670 86977 

log ^ = 0,49714 98726 94i34 log ^ = 4,06789 43 

^^g^W 8,07460 29. 

Tel est le resultat qu'il Mait trouver, et qui est exact jusqu^a la 
quinzieme decimale. 

Exemple IV. Soit log ^ = 9,33o54 o8833 91^7 j on demande 
log (1 -i- A) avec le m6me degre d'exactitude. 

Pour trouver le nombre a, qui differe tr^ peu de la valeur appro* 
chee A = o,2i4o63, M. Legendre r^dnit cette vafeur cn fraction 
continue, et il trouve que Tune des fractions convergentes eit 
a = ^^-^ . £n eifet la fraction 

914063 1 



1000000 4 + 1 

9+1 



92-1"^ 



1 + etc.; 

ainsi Fob a pour quoUens con8^uti& 

4, 1, 2, 22, ly 1) etc.y 

et pour fractions convergentes 



5^' 



etc. ; 



o 1 1 3 S7 70 
7' 4* 5* 5I5* t^' 

c'est-a-dire sur la premi^e ligne on ecrit les quotiens 4,1,2, etc. , 
puis Ton prend pour premiere fraction integrante 7, ^tpourseconde 
runite divisee par le premier quotient 4; ensuite on multiplie se- 
parement les deux termes de celle-ci par le quotient correspo&^ 
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danty et Yon augmente chaque produit, du numerateur et du deno- 
minateor de ta fiaction qoi pnk:^ ; ce qui donne les deux termes 
de la fraction suivante |. Enfin Ton op^re de la meme maniSre pour 
ddterminer succesaivement les autres fractions. 
. Lavaleur de u etant trouree^ Ton a 

log a = 9,55o54 o5q5i ^aBa 
log ^ = 9,55o64 o8855 91^7 

log ^ — iog a = r = 2902 i885. 

D'ailleurs 1 +a = si donc I'on continue d'operer avec quinze 
decimalesy et qu'on evalue les termes conserves de la formule (8), 
on aura 

log(i+fl) = o,o8424 io448 17027 
R = 5x1 71163 

enfin, lag(i^uif) = o,o6424 10969 8819 , 

H representant ici les termes en r et r* de la formule. 

Exemple V. On sail que log sinfl = 9.61722 45i46 6di4j on 
demande log cos 4 , avec nn pareil nombre de d^imales ? 

Soit A = sin* • ; on aura cos* 8=1 — A et log cos *= 1 log (1—^) ; 
ii s^agit donc de deddre log (1 — A) dn logarithme dmne.. Qr, en ie 
doublant 9 vient 

log A = 9,25444 86295 s428 , 

et fon a, pour vaieur approchee, A = £),i7i575. Dcveloppanl, 
comme ci-dessus, cette valeur en fraction continne, on trouve 
qu'elle differe tres peu de ^; d'apr^s cela, si on fait a = on 
aura 1 — a = |-|f ; et sion efiectue le calcul de la formule (9), comme 
on vieut de iaire celui delaformule (8), on trouvera definitivemeut 

log (1 — -^) = k)g • cos* 8 = 9, 91826 45io5 261 2 , 

et partant, 

logcos 6 = 9996912 71661 65o6« 

M. Legendre a donne d'autres applications int^ressantes de scs 
formules; on fera bien d^y recourir^si cc qui precidc parall in^ 
sufusant. 
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OPERATIONS ET CALCULS GEODESIQUES. 



CHAPITRE PREMIER. 



ConsideratioTis generales sur la formation des canevas des 
grandes Cartes topographiques. 

io8. La Geodesie est une partie de la GeomeUie appliquee, qui 
traite de la division des champs; mais suiyant racceptionla plus 
^tendue , elle a pour objet la mesure de la Terre, ou celle d'une partie 
de sa sur&ce. Les operations geodesiques sont donc celles par les- 
quelles on determine les positions respectives des principaux lieux 
d'un pays dont on se propose de lever la carte. Uensemble de ces 
operations forme ce que Ton appelle un canevas trigonometrique, 
parce que les positions dont 11 s'agit representent les sommets des 
angles des triangles qui^ par leur enchamement^ composent un re- 
seau continu dans tous les sens. Ces triangles, dont on observe 
rigoureusement les angles, reunissent les conditions les plus avan- 
tageuses, lorsqu'ils sont les plus grands possibles, a peu pr^s equi- 
lateraux, et qu'ils sont lies au moins a une ligne principale , ou base 
que Fon mesure avec beaucoup de soin. Lorsque cette base et les 
trois angles de chaque triangle sont connus , on a tous les elemens 
necessaires pour calculer de proche en proche les distances entre 
les objets.; car un triangle est determine de grandeur, quand parmi 
tes six parties Ton connait un c6te. Le canevas general d'une carte 
€tant ainsi etabli, on le divise en canevas partiels, c'est-a-dire que 
Ton couvre de triangles secondaires et tertiaires la sur&ce de 
•haque grand triangle. On con^oit que, par ce moyen; Ton a un« 
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multitude de petites bases et de points rapprochds aaxqaels ceux qai 
' relevent les details a la planchette ou a la boussole, pour former une 
topographie compl^te du pays, rattachent continueilement leurs 
operations. 

Llnatrument qu'on a adopte en France versla fin du XVIII* siecle, 
et ensuite dans quelques autres pajs de 1'Europe) pour mesurer les 
angles des triangles du premier et du second ordre, ainsi que pour 
.observerleslatitudesetles azimuts, estle cercle repetiteurdeBorda. 
Cest celui dont nous donnerons particuli^rement la description, et 
dont nous ferons connaitre Tusage, a cause de Textreme precision 
qu'il procure, meme sous d'assez petites dimeDsions^ et de la £icilite 
avec laquelle on retablit dans le plans des objets (f^ox^zlesplanches III 
..et suivantes). 

Mais comme Taxe de la lunette inferieure ne passe pas par celui 
de rinstrument/rangle observe a quelquefois besoin d'Stre corrige 
de la petite erreur occasionnee par Vexcentricite de cette lunette. 

II est meme souvent impossible de placer le cercle au centre de 
la station, et alors Tangle observe doit encore eprouver une correc- 
tion, que Ton designe par le nom de reduction au centre^ et qui est 
analogue a celle dont on vient de parler. 

Ilarrive en outre , presque toujours, que Tangle observe est incline 
a Fegard du plan horizontal qu'on imagine passer par le centre de 
rinstrument : la projection de cet angle^ sur ce plan, se nomme reduc- 
tiorrd Phorizon. 

Enfin, si Tobjet sur lequel on pointe est eclaire par le Soleil, Pob- 
ser vateur n'en voit ordinairement qu'une partie ou phase, et le ra jon 
visuel, dirige sur le milieu apparent de cette phase, ne passe pas par 
le centre de l'objet. II iaut donc encore a l'angle observe^ &ire une 
.correction qui depend essentiellementdela position du Soleil et de 
' la forme de robjet j mais il est tr^s rare que cette correction soit sen- 
sible, parce que Ton fait en sorte de pouvoir pointer surdes objets 
tr^s distincts, et cependant d'une tr^ petite largeur apparente. 

Lorsque les angles des triangles d'une grande chafne sont reduits a 
.rhorizon de leurs sommets respecti&, on ajoute ceux d'un m^me 
triangle, et la aomme que Ton obtient surpasse necessairement deux 
aiigles drfutsj parce que les angles ajoutes sont ceux d'un triangle 
spherigue dont les cotes, tres peu courbes, a la verite, repr^sentent 
les dbtances c.urTiligues comprises entre lea yerticales de^ sjUition»* 
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Enauite Vexcis dont il s'agit, etquiest enm^me tems afPecbe de rer- 
renr de robeervation, ee r^Epartit indistinctement par tiers sur l» 
troi8 angles du triangie dont ii depend. Quand ces aogles sontainsi 
reduits a ne valoir que deux anglcs droits, on procede au calcul des 
distances, en ks coosiderant simplement comme des c6tes de trtan* 
gles rectUignes/ en vertu du tbeoreme de Tart. loo, quoiqu'eIIes 
soient des arcs de grand cercle de la qphere dont le rayoo est le 
m^mequeceiuidela/^i/i^^iM/a;^a^^ou de la base reduite preal»- 
blement a un niveau constant, qui est celui de la mer. Quaot auK 
triangles secondaires, ils se forment, s'observent et se resolveot de 
la m&xne maniere que les grands triangles qui leor fouraissent pour 
bases un oq plusieurs de Jeurs cdtes. 

Au lieu de raniener par cette voie la resolution des triangles sphe- 
riques peu courbes k ceHe des triangles rectilignes, on peut reduire 
ks angles horizontaux aux angles formes respectivement par les 
cordcs des arcs compris entre les stations ; et pour lors les triangles 
a calculer sont reeHemcnt des triangles rectilignes , dont un des c6tes 
est la base mesuree et r^duite a sa corde, ainsi qu'a nn hoiizon fixe 
tel que celui de la mcr. 

On ne peut neanmoins, st Paide des seules distances calculees, 
assigner la place que les stations occupent reeilement sur le g^obe 
terrestre; il faut en outre determiner la latitude et la longitude de 
Pune d'elles, ainsi que Vazimut d'un des cdtes de la chafne, c'est-a- 
dire raogle qu'il forme avec le meridien connu. On deduit alors de 
oes nouvelles donnees les positions geographiques des objets ter- 
reslres, ou leursdistanees a Fequateur et au meridien d'ou Ton est 
l^onvenu de compter les longitudes. II est sur-tout essentiel dans les 
triangulations de premier ordre, iaites dans le but de determiner les 
dimensions de la Terre, ou de former une exacte description geo- 
metrique d'un grand etat, de mesurer plusieurs bases de verification , 
et de s'assurer si les resultats fournis par les calculs s'accordent avec 
les lalitudes et les azimuts observes vers les extremites de ia chaine 
des tria^ngles. 

Pour connaitre en outre le relief du terrain , il est uecessaire de 
detenniner la hauteur de ses diflKrens points au-dessus des mers : 
or c'est ce que procurent les niveilemens trigonometriques, qui 
'fout efssentieUementpartie des op^rations geod6siques des dlflRerens 
ordpes. La latttudej lengitude et la hauteuc absoltie de \Aacun 
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des sommets des triangles d'an reseaii sont donc trois coordonnees 

Lorsqu'on a recaeilli ainsi tous les elemens qui constituentle ca- 
nevas d'une cartQ, on y trace, suivant une certaine loi, deux sjstemes 
de lignes, dont Fun represente des meridiens, Fautre des paralleles; 
et Pon fixe, a Taide de ces lignes , les positions de tous les lieux donnes 
par leur latitude et leur longitude. Quelquefois aussi, quand la carte 
n'embrasse qu'une petite etendue depays, on en rapporle les prin- 
cipaux lieux a deux axes rectangles, qui sontledeveloppement recti- 
ligne dumeridien principal de cette carte, etceluid'un arc de grand 
cercle perpendiculaire a cemeridien^ Dans oe cas, les coordonnees 
des pQtntel determines par le re&eau de triangles, sont des distances 
k la meridieaifee ej^ a sa perpcpdiculair^^^oii d^ plus courtes distances 
giographtqiie^ 

Tel est le preei^ des matieres que nous allons traiter avec tout te 
detail n^ssaire ; nous tacfaerons m^me que ies persoHnes qui ne 
sontpas Yers^ dans FAndiyse ^tla Geometrie, retirent tout le fruit 
pos6ible de la kcture de cet Ouyrage. 
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CHAPITRE 11. 

De la meilleure condition des triangles, du choix et dela 
construction des signaux. 

109. Nous avons deja dit que les triangles d'un reseau du preniier 
ordre doivent £tre les plus grands possible; mais la courbure de la 
Terre et la force des lunettes du cercle repetiteur fixent a cet egard 
une limite que Ton ne sawait franchir sans s'exposer a nuire a la 
precision quiresulte de remploi d'un bon instrument, quand les 
objets qu'on observe sont bien distincts.Nousavons ditaussi que les 
trianglesreunissentlesconditions les meilleures, quand ils sont equi« 
laterauxou peu differens de cette formej c^est ce que va prouver le 
calcul suivant. 

Soient, conune de coutume, jS, Cles angles^ et i| c les 
c6les d'untriangle geodesique; on aura 

as\n B=h bmA\ 

et siTon suppose que la base h ait ete mesuree avcc un soin tout par- 
ticuliery Terreur sur cette mesure pourra ^tre consideree comme 
nulle. La diflerentielle de cette equation, en 7 regardant b comme 
constant, sera donc simplement 

da = - - » — dBi 

sin B smB ^ 

et a cause de -r^ = , on aura 

8in n smA^ 

dazs^a cot AdA — a cot BdB. 

Dans cette formule differentielie , les variations d^^ dB sont sup- 
posees positives : elles peuvent en general dcsigner les erreurs 
commises sur lamesure des angles ^5; erreurs qui se composent 
de celles de rinstrument et de ceiles du pointe. Si on admet qu'elles 
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soient egales, et dans le mSme sens, on aura, pour Terreur du cote 
cherche 

da = ad^ (cot-^^ — cot 5), 

laquelle sera evidemment nuUe si = 5. 

Si au contraire on suppose que les erreurs dB soient egales^ 
mais de signes d^erens, on aura 

da=:db adA (cot A + cot B) ; 

et puisque d^apres Tart. 45 

cot^/ I cot J — ""^^"^^^ — «in(.^ + ^ 

COX^-1-colX>^ ainurfam/^ ~ i cos (^— /?) — J cos {A+By 

il s'ensuit que 

da^zizad^. 



l'erreur da sera donc la plus petite possible, lorsqu^on aura 
cos — S) = 1 , ou ^ = JB. 

11 resulte de ces deux hypotheses, que la condition laplusavan^ 
tageuse est en effet que les deux cStes cherches d'un triangle soient 
chacun egaux d la base mesuree. 

Dans la pratique, il est impossible de satis&ire rigoureusement a 
cette regle; mais en formant des triangles dont les cdtes difiTrent 
peu enlre eux, les erreurs des observations angulaires auront tres 
peu d'influence sur les cdtes calcules. En general, il ne fautadmettre 
aucun angle au-dessous du tiers d'un angle droit, a moins que les 
localites ne forcent a s'ecarter de ce precepte. D'ailleurs Ton se pro- 
cure par la un autre avantage ; c'est qu'un angle de cette graudeur 
s^observe avec lc cercle de Borda plus facilement que s'il etait plus 
petit. 

La formule fondamentale a = ^-^^ ctant differenciee par rap- 
port a a et 6, on a 

ainsi, Ferreur qui aflfecte le cdte cherche est egale a celle de la base, 
multipliee par le rapport , ou par uae quantite plus grande que 
1. 18 
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l'unite. En effet, en snpposant 5 = ^ on a ^ + C=: ^ ,ctparcoii- 

gQ 

seqaent ^ P^^^ valeur mojenne de ou de C. 

Les bases doivent donc ^tre mesurees avec Tattention la plus 
scrupuleuse , et n'etre pas trop courtes par rapport aux autres 
cdtes des triangles dont elles dependent. 

£n formant un long reseau, on conditionne les triangles dont il 
se compose , de maniSre a ce qu'ils s'agrandissent peu a peu , a partir 
de la base mesuree, e t quMls acquierent les dimensions que comportent 
les localites et les instrumens. 

iio. Uexperience demontre que les erreurs dans la mesure des 
angles, loin de s'accumuler de plus en plus sur les c6tesdes triangles 
par lesquels on passe pour arriver a la demiere ligne d'une longue 
chaine, se compensent au contraire en partie, lorsque ces triangles 
remplissent les conditions qui viennent d'£tre enoncees. Par exemple, 
avant rinvention des instrumens et des niethodes de calcul mainte* 
nant en usage en Geodesie, Bouguer et les autres academiciens 
firanQais qui furent charges de la mesure des trois premiers degres 
au Perou, trouv^rent seulement 65 centimetres (a pieds) d'erreur 
entre la mesure et le calcul, sur la demiere base deduite d'une serie 
de vingt-huit triangles ctendus sur un arc de plus de 55oooo m^tres ; 
et de nos jours, MM. Dclambre et Mechain n'ont pas trouve une 
di&erence d'un tiers de metre dans la longueur de la base de 
Perpignan, conclue de celle de Melun, par une chaine de plus de 
60 triangles, quoique la distance qui separe ces deux bases sur- 
passe gooooe m^tres (^^£ro72om/>deM.DeIambre, t.III,p.545)* 
INeanmoins, M. Laplace, dans un savant Memoire surle Calcul des 
Probabilites appiique aux operations geodesiques (Connaissance 
des Tems de i8ao, p. 4a2), trouve en general de Tavantage a ce 
qu'unreseau soit compose du pluspetit norpbre possible de triangles. 

111. Le choix des stations, c'est-a-dire des points ou Ton doit 
observer, exige beaucoup de discernement de la part de Fingenieur, 
pour alKer Peconomie avec la precisiona taquelle on desire atteindre. 
II est necessaire qu'il fasse d'abord la reconnaissance du pays, et 
trace le plan de son canevas trigonometrique. S'il a pour but de me- 
surer un arc de meridien, ou toute autre ligne fondamentale d'une 
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grande operation geodesiqne , il faut qa'il dispose ses triangles de 
mani^re qu^ils soient^ autant que possible, trayerses par cette ligne; 
or c'est de quoi ils'assureraen laisant des observations letdes calcula 
proyisoires, comme nous renseignerons par la suite. Mais 8'il entre- 
prend le ieve de la carte d^une contree, il n'est plus gene dans sa route ; 
il a la liberte d^etendre son r^seau dans tous les sens. En general, il 
doit choisir de preKreoce les endroits assez cleves pour qu'ils se pro- 
jettent dans le ciel, lorsqu'iIs sont aper^us des stations voisines. 

Supposons que du point A (fig. i6), on voie lepoint B dansle ciel. 
Pour savoir si de ce second poirit robjet A se projettera de mdmc 
dans le ciel, on prendra la distance zenitale ZAB etladistance ze* 
nitaie ZAC du point oppose de I'horizon. Or, il peiit arriver que la 
somme ZAB + ZAC surpasse sensiblement deux angles droits ; 
dans ce cas, Tobjet A sera bien visible du point B. Mais si la somme 
dont il s'agit est plus petite que aoo*, i'objet A se projettera en terre 
ou sur ia montagne qui borderhorizon vu du point B^ et sera sou- 
yent difiicile a distinguer nettement, a moins que Fintervalle qui le 
separe des limites deThorizon ne soit conaiderable. 

Lorsque la somme des deux distances zenitales sera de deux angles 
droits, ou quelques minutes de plos, il y aura lieu d'espere£.que le 
signal yu de lia station B^ sera suffisamment elev6 par la refi:ac* 
tion , pour Stre aper^u dans le ciel. 

1152. Les clocbers, les tours et les donjons couronnes de plate« 
formes sont en generai des stations commodes; mais il n'est pas 
toujours possible d'en disposer pour former des trtangles avec les 
conditions lee plus avantageuses, et le ptus souvent ces bbjetsne 
dispensentpas de Tusage des signaux, quandon yeutrendr^ lepoiote 
plussur.II est vrai que, dand ce cas, ces signaux sont trds simples, et 
s'etablissent a peu de firais. Par exemple, une poutre verticale, sur- 
montee d'un poin^on ou tonneau, ou d'un petit c6ne, etant etablie 
sur le haut d'un edifice dont la forme etla grosseur nuiraienta rexacr- 
titude des observations angulaires, offre unpoint de mire ayanta* 
geux. QuelquefOis aussi rou prefere un disque d'un demi-metre de 
rajon, peint en uoir, et perce au centre pour apercevoir le ciel a 
travers. Mais ce moyen n'eat praticable que quand on peut charger 
quelqu'un de diriger le disque en face de robservateur. 

Dans les operations delicates execulees cn Aogleterre, yers la fia 
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du siecledernier, et dans Hnde au commencement de celui-ci, ron 
a pr^fere les observations de nuit, et Femploi des feux du Bengale^ 
parce qu'ite jettentune lumi^re tr^svive.Noscercles frangais, cod- 
struits d'apres le principe de la repetition , se refusent a Fusage dc ces 
feux de courte duree; mais on y supplee par des lampes a courant 
d'air, accompagnees de miroirs paraboliques qui reflechissent la 
lumiere dans la direction de Tobservateur. Ces signaux paraissent 
etre les meilleurs qu'on puisse se procurer; MM. Biot et Arago s'en 
sont servis en Espagne, avec beaucoup de succes, dans la prolongation 
de la meridienne de France; ct M.Laplace vient d'en recommander 
expressement Tusage pour la mesure de la grande perpendiculaire 
dirigee de Strasbourg a Brest, Tune des ligncs fondamentales du ca- 
nevas trigonometrique de la nouvelle carte du Rojaume. 

On augmente le foyer de lumiere, en reunissant plusieurs rever- 
b^res; maisil faut en confier la garde a une personne quiprenne le 
soin d'entretenir les lampes , afin que le centre de figure soit toujours 
le in^me.IIparait que trois reverberes de moyennes dimension^, qui 
seraient disposes aux angles d'un petit triangleequilateral, ofiriraient 
une masse de lumiere sufiisante pour une distance de dix a douze 
myriametres. En les adaptant a un pivot qui representerait l'axe du 
signal, on auraitla faculte de les tourner augre de Fobservateur.Les 
avantages qu'on trouve dans leur emploi consistent en ce que Ton n'a 
aucunephase acraindre;que lepointde mireest toujourstresdistinct; 
et qu'amoins d'osciIIations produites par une atmosph^re agitee, ou de 
fortes brumes, les observations sont generalement plus concordantes 
que celles qui sont &ites de jour, et pendant la presence du Soleih 

Quand on ne peut profiter des edifices comme points de station, 
Ton emploie des signaux qu'on etablit sur des lieux eleves. On les 
forme avec de longues files de bois reunies en pyramide tronquee a 
base quadrangulaire, et on lenr donne de la solidite en les enfon^ant en 
terre, ou en les magonnanl aux quatre angles de la base; enfin , pour 
les rendre plus visibles, on garnit deplanches les quatre faces jusqu'a 
environ deux metres de terre : cet intervalie, laisse libre, est neces- 
saire pour voir les signauxenvironnans. Alors onse place precisement 
dans Taxe du signal, afin d'eviter la reduction au centre (v. la fig. 1 7) : 
cet axe est determine par la verticale passant par le point de mire. 
On a soin, en faisant le plan du signal, d'indiquer le point ou cette 
verticale rencontre la base. 
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Les ingenieurs geographes sont dansTusage de planter uneborne 
au centre d'un signal erige en rase campagne. Cette precaution, que 
ne prennent pas toujours les observateurs, procure des points de 
reperetres utiIes,tantpour ceux qui doivent lier leurs operations de 
detail aux points trigonometriques, que pour ceux qui voudraient 
coordonner des niveilemens partiels du terrain avec le niveliement 
general resultant de la triangulation. 

Des arbres bien droil§, et depouilles de branches vers le bas de 
leurs tiges, sont aussi de bons signaux naturels ; lorsqu'iIs se trouvent 
isoles et sur les sommets des montagnes, ils s^aper^oivent de tres 
loin, sur-tout s'ils se projettent dans le ciel ou Sur les nuages. 

On fait aussi construire en pierre des pjramides quarrees, et on 
les dispose de maniere que les feces soient a peu pr^s perpendicu- 
laires aux cdt& des triangles qui ont ces pjramides pour sommets. 
Si ces signaux se projetaient en terre, ou sur un fotid qui les derobat 
a la vue, on les ferait peindre, afin qu'ils pussent se bien detacher 
par Tefiet de Fopposition des couleurs. Lorsqu'un signal se projettc 
dans le ciel, il convient de le peindre en noir; s'il est vu sur un fond 
vert, la couleur blanche le fera bien distinguer. 

M. Delambre prescrit de donner a un signal une hauteur telle, que 
de la station la plus eloignee il paraisse sous Tangle de de la di-> 
vision sexagesimale; dans ce cas cette hauteur est 

JEr= 0,0001 5 Jf, 

K etant la distance a ce signal. II prescrit en outre dedonner au c6le 
de la base le tiers de la hauteur. 

Parmi les signaux d'une forme insolite, nous citerons parliculi^re- 
ment les fliches tr^s aigues, parce qu'elles sont souvent invisibles. 
Les moulins a vent, a cause de rirregularite de leur figure, sont aussi 
de fortmauvaissignaux; d'aiIIeurscomme ces objets mobiles tournent 
sur un axequine passepas par le centre de figure, ils se presentent 
sousdifi^rensaspects,seIon ladirection dans laquelle on place les 
ailes pour donner prise au vent. II resulterait donc dc leur emploi 
des erreurs d'observation qoTil serait impossible d'evaluer. 

Si Ton est oblige d'adopter pour signal une fleche elevee,il faut 
tacher de se placer le plus pres possible du point ou Ton doit viser 
des stations voisines, afin que le defautde verticalite de la flecfae ne 
donne lieu a aucune erreur sensibie dans la reduction a Taxe* 
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CHAPITRE IIL 

Description et usages du Cercle ripetiteur. 

ii3. Si on partage la circonfcrence d'un cercle en plusieurs parties 
egales, et qu'a partir de zero i'on porte successivement sur cetto 
circonjference, et suivant Tordre des divisions, la longueur d'unarc, 
jusqu'a ce que sa seconde extremit^ tombe exactement sur une des 
Ugnes de division , ou du moins en soit si pr^s que la difference ^chappe 
aux sens; on obtiendra rigoureusement, ou d'une mani^re trds ap- 
prochee,. ie nombre des parties contenues dans Farc propos^, en 
divisant le nombre des parties de Tespace parcouru, par le nombre 
de fois que Tarc aura ^te porte sur ia circonterence, Supposons, par 
exemple, que cette circonference soit divisee en 4ooo parties, et qu'i 
la neuviimefois, apres une revoiution enliire, l'arc dont on cberche 
la mesure tombe sur ia ligne qui termine la 5o« division; tl est clair 
que Tespace parcouru contiendra 4o5oparties, et que Tarc propos^ 
aura pour mesure = 45o. Cet arc sera donc a la circonference 
entierc dans le rapport de g : 80. S'il existe une erreur dans cette 
cvaluation, il est evident qu'elle ne doit etre que la neuvi^nie partie 
de celle dont peut etre aifectee la neuvieme dividon; mais rien n'em« 
peche de rendre cette erreur beaucoup plus petite et mSme de 
I'attenuer, en portant Tarc a mesurer un plus grand nombre de fois 
6ur la circonference. 

Ce mojen fort ingenieux de trouver , par des operations repetees, 
le rapport d un arc a la circonference dont il fait partie, est dii a 
Tastronome M ayer ; mais Borda en fit une application tr^ utile dans 
la mesure des angles, en imaginant pour cet eflet le cercie repetiteur 
dont nous avonsdeja parle, et qui reunit le precieux avantage d'eluder 
.presqu'entierement les erreurs de la division, lorsqu'on multiplic 
sufiisamment les observations. 

Un cercle de 43 centim^tres (i6 pouces) de diametre snffit pour 
Les operations les plus delicates de la Geodesio, et son limhe com- 
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prend aisement^ooo parties eggiles, dont loforment l^grade ou le 
degre decimal Dans un cercle de cette dimension, et m^me dans les 
cerclesplus petits, la lunettesuperieure-^Jff (planchelll) est adaptee 
a un chdssis forme de deux regles ou alidades rectangulaires. On 
evalue les fractions des plus petites parties du Umbe au moyen des 
divisions tracees aux extremites des r^gles du chSssis ; Tensemble de 
ces divisions compose ce que Ton nomme le vemier om le nonius. 

Pour concevoir Tusage du vemier, supposons que le limbe com- 
prenne 4ooo parties, et par consequent 4oo grades; et que g de ces 
parties embrassent les 10 parties du vernier : alors quand la premi^re 
ligne du vemier , qu'on nomme index ou ligne de foi, sera exactement 
sur une ligne de division du limbe, sur le 4o« grade par exemple, la 
seconde Ugne du vernier sera en arriere de sa correspondante sur 
le limbe, d'un dixi^me de decigrade ou d'une minute centesimale. 
Si donc on faisait avancer la lunette superieure suivant Tordre de la 
graduation, et de maniere que toutes les lignes du vernier coinci- 
dassent les unes apr^ les autres avec celies du limbe, on lirait 
successivement 

40^,0, ^io^jOi , 40^,03 , 4o^, 1 j 

puisque Tindex, partant du 4o« grade, auraitparcouru -^, ensuite 
Toy To^ iT— • fl d'un decigrade, ou de la plus petite partie du limbe. 
Le vernier donne donc dans ce cas les centiSmes du grade ou les 
minutes. On peut meme avoir par estime des milli^mes ou des 
dixaines de secondes. En general, si le vernier contient /z parties, il 

donnera j^de la plus petite partie du limbe * et par consequent une 

partie du vernier sera a celle du limbe dans le rapportde n—i:n. 
Ordinairement les dix parties principales du vernier sont chacune 
divisees en deux egalement, pour rendre Testime plus sure. 

II suit de la que si un cercle etait d'une petitesse telle quele grade 
ne put ^trepartage qu'en 5 parties egales, chacuned'elles represen- 
terait un arc de ao minutes centesimales , ou ao centigradesj ainsi, 
le vernier compose de 10 parties donnerait les minutes de 52 en s. 

Afin de pouvoir lire aisement le vernier, on se sert d'un micros- 
cope ou d'une loupe qui grossit les objets; et mSme pour rendre lea 
traits plus distincts, on est quelquefois oblige d'eclairerla partie du 
cercle oii Ton doit lire, par un reflet de lumi^re provenant d'ua 
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morceau de papicr que Ton expose au-dessus du limbe, dans une 
situation convenable. Cela est sur-tout indispensable lorsque les 
divisions sont tracees sur Targent, parce queFon obtient de cette 
maniere un blanc mat qui ne fatigue point la vue. Dans les cercles 
frangais, chaque microscope est ordinairement adapte au chassis 
des verniers; mais il est beaucoup plus commode d'en placer deux 
aux extremites d'une branche mobile, assujetie a tourner autour du 
centre du limbe. 

L'agrafe qui accompagnc chaque lunette sert a la rendre fixe sur 
le limbe de rinstrument. Pour cet eflet, Ton fait tourner dans le scns 
convenable lesvis depressionj7,/?'(pIanche VI).Quand on commence 
a eprouver de la resistance , on est sur que la lunette ne peut plus 
se mouvoir ind^pendamment du limbe. 

A chaque agrafe est adaptee une vis de rappel i?, li', au moyen de 
iaquelle on fait avancer ou reculer lentement la lunette. 

Chaque lunette porte a ses extremites deux verres convexes 
d'inegales dimensions. Celui qui a le plus grand diametre se nomme 
Vohjectif; c'est le verre qui est traverse le premier par les rajons 
lumineux venant de Tobjet. L'autre verre ou lentille, se nomme 
Voculaire, parce que c'est a travers cette lentille que Ton regarde 
directement. 

L'objectif est forme de deux verres de differente espece; le pre- 
mier, de verre ordinaire ou de crown-glass, est convexe, et place 
tout«a-&it aubout de lalunette; le second, de cristalou Atjiint-glass, 
est concave etplace du c6te de Toculaire, de maniere a emboiter 
pxactement la convcxite du premier. Les lunettes qui ont un pareil 
objeclif sont dites achromatiques, parce qu'elles ne produisent au- 
eun iris autour de Timage de robjet, et que la vision est alors tres 
nette, sur-tout vers le centre de robjeclif. 

On a imagin^ en Baviere , il y a peu de tems, un procede pour fairc 
le flint-glass , et il parait qu'on Fobtient de tres bonne qualite, c'est-a- 
dire Iresdense et sans stries.Onen fait aussi d'excellent en France. 

On appelle champ de la lunette, tout Tespace circulaire queroeil 
y decouvre : il est utile qu'ii soit le plus grand possible, Les meilleures 
lunettes sont celles qui (^rent uu fort grossissement. 

Dans les lunettes a deux verres convexes seulement, les objcts 
sont vus renverses, et plus ciairement que dans celles ou il sont vus 
droits, a Faide d'un plus grand nombre de lentiltes, On n'en adapte 
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pa& d^aalres attx ioBtruifaieDS de' Geod^sie et d^AstroriomieiGe refl- 
versement de rimage n'a aucun inconvenieht , parcte que- Fon eet 
btentdt accoutuml^ a didcemer les oBjefs dans cette siiuation. 

L'objectif de ces lunettes est ordinairement adapte a uiie piiee 
cylindrique mobile , enveloppant rextremite du cismbn. Nous indi- 

- querons tout a Theure i'usage de cefte pi^e: 

i Le Ueu interieul^ de la lunette^oii viennent se peindre kvto beaucoop 
denetteteles objetsexterieurs, se nomme le^j^er de l'bbjectif : <Vn 
tire ou bien i^on enfonce le pelit tube qm^porte rocurliire, Juscjali ce 
que cette circonstance ait lieu. La distance de roculaire' a robjectif 
varie selon la vue de Tobservateur. ^ 

Le reticule, place pr^s de Toculaire et au foyer de la lunetie; est 
un diaphragme oupetit ainneaude metal dqnt les diam^tres rectangu- 
laires, un peuplus petits qile ceux de la lunette, sont representes par 
deux fils de~ soje, d'araignee, oud*arg?nt Cet instrument a la pro- 
priet^desemouvoirperpendiculairement a Vaxe de la lunetle, et de 
8'inclmer d'un detni-quadrant.S'il ariivaitque ces fils donnassent lieu 

* a une parallaxe, c'est-a-dirc que leur image partlt ^prouver du de- 
rangement ^ Pegaril de Pobjet que Ton fixe, lorsque. Pon regarde par dif- 
ferens pQints de rpuverture de Toculaire; alors on ferait niouvoir 
enayant ouen arri^re,' et parallelement ^ elle-m^me la piece qui 
entrajne rpbjectif^de maniere i enramener le foyer ^ Tendroit meme 
des fils su^>poses fixes. Au contraire, quattd ces fils sont mobiles 
dans le sens de la longueur de la Iunctte,.onIesrapprocheou.on le* 
eloigne de robjecf if jusqu^a ce qu'il ft*existe plus de parallaxe. 

Les extremitesducylindre^(pl. III et VI) traversent les boutsdes 
suppofls^,^'! Cecyrmdre en tournant, incline I'axe l^place perpen-^ 
diculairementau centre du cercje auquej il sert de pivot. Pour irij 
cliner le cercle a volontei etle conserver daris la positionque fon 
juge convenable de lui donijer , on desserre d'abord la vis P du quaii; 
de cercle attache au cylindre Xj .ensuite on la serre quand op a 
obtenu rinclinaison desiree: II est 'utile qu'iry,ait' agssi iine vis dc 
jappel a ce quart de cercle, pour lui procurer im mouvement lent 
apalpgue a celui qu'on peut donne^* aux Iiinetles. ' ^ - » , . . 

Daps les cercles de Borda, Taxe JTtraverse une esp^ce de.boite TT^ 
qui porte le nbm de.tambour^ et clansJaquQlIe est cnchasse un plomb 
servant de contre-poidsau cercIe,pour le tenir en equilibre dans lo 
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cas ou Von oublierait de &ire agir la pioee F pouF fixer le qoart de 
cerde C au support Z, 

Le perimetre du tambour est dentele , de mani^re qu'a Taide de la 
vis sans fin ^(pl. V) qui engrene dans cette dentelure, on &ittour-' 
ner lentement le cercle et les lunettes, sans que la colonne S parti- 
dpe a ce mouvement. Cette vis sans fin, que Ton nomme aussi pis 
' tangente, se detache du tambour au moyen d'un pivot tournant 27, 
auquel est fis:ee une petite piece d'acier faisant roffice d'un levier. 

Les supports Z^ sont unis par une traverse , et forment ce que 
Ton nomme \9ifourchette, Cette travcrse se fixe a la colonne de 
rinstrument, en la pla^ant sur le talon qui termine cette colonne, et 
«n Tarr^tant par le mojen des vis jEf, H\ On voit donc que Knstru- 
ment est compose de deux parties qui peuvent ^tre reunies ou sepa- 
rees a volonte : on les separe pour les emboiter et les transporter 
plus commodement. 

Lepied de la colonne est place au milieu d'un cercle dente z z\ que 
Fon nomme cercle ozimutaL Ce cercle est etabli a demeure sur le 
pied de Tinstrument , compose de trois branches f^". Le bas 

de la colonne entraine par son mouvement de rotation une alidade 
zz' ( pl. VII, n* a) , a Fune des extremites de laquelle est un vemier qui 
sert pour estimer les parties des divisions du cercle azimutal. La pince 
K est destinee aarreter ce mouvement, tandis que la vis d'engrenage, 
ou le pignon O, sert a le procurer. Quelquefois le cercle aadmutal 
tourne avec la colonne, et pour lors le vernier est fixe. 

II resulte de ce qui prec^d^, i*. que les deux lunettespeuvent Stre 
rendues fixes ou mobiles independamment Tune de Fautre; d*. que 
la colonne etant immobile, le limbe peut tourner rapidement ou 
lentement autour de I'axe si Ton desengr^ne ou si Fon &it agir 
la vis du tambour ; 3*. que tout rinstrument peuttourner de la m^me 
mani^re sur sa colonne ; 4*. enfin que le limbe s'incline dans deux 
positions difTerentes, au moyen du quart de cercle et des vis du pied» 

II nous reste a parler du grand et du petit niveau. 

Lepremier fl^(pl. V), adapteinvariablementa lalunette inierieurc 
A'B\ est compose d'un etui en cuivre recouvrant en partie un tubede 
verre ferme hermetiquement, et contenantde Talcqol ou de retfier, 
et une petite quantite d'air ou de vapeur de la liqueur , qui prend vers 
le milieu du tube une forme plus ou moins oblongue, suivant latem^ 
perature de 1'atmosphcre. La jilstesse de cet instrument depend 
•ur-lou( de $a sensibilite; on entend par la la grande facilile ave« 
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lnqiiene la bulle d'air quitte lemilieu du tabe pourse pendre a son 
ektr^it^ la plos haute, lorBqu'on donne la plus petite incUnaison 
a ce tube. Cetteaorvsibilit^ se manifeste d'autant plus que la bulle est ptus 
longue et que le tube est d'un |du8 grand diamStre. Ilfaut cependant 
que cette sensibilit^ ait des bomee , car si la paroi interieur^ du tuba 
<tait cjtindrique) la botie d'air, hors le cas d*equilibre , se pr^cipite^ 
rait tou)ours a 1'extiremite superieure de la colonne fluide^et il eei^ 
leursextr^mementdifiicilodela rendre stationnairesu miKeu du tube! 
FeuM. de Chesj^ingi^nieur deaponts etchaussees^reconnutle premieif 
que pourrraiMiera cetincony^lectf , et faire en sorte que Pecart de \A 
buIled'airfdtproportionn«tau;xdegpesd'indinaison deraxeduniveau; 
ilfatlait donnera Ilnterieur du tube, dans le sens de sa section lon-^ 
gitudinale) la forme arc de^ercle d-une Irte leg^e c<>urbure. 

On juge que le nireau est oa/(^/ c^t-a-dfre que la bulle tfair-est 
stationnaire au milieu du tube, lorsqueles ^^remites de cette bulle 
repondent aox m^mes riumeros qui desfgnent les divisions fracecs 
ejmetriquement sur le tdbe, ou sur Une petite regle fl^iVcMre oti 
de metal placee au- dessus du nireeu. liespluspetites parti^s de 
cette i^^e sobt ordinairefnent des milKmetres, et le point z6ro est au 
milieu du tube. 'II tfy a que rexperience qui puisse feire conhallre 
combien de parties doit parcourir k bulle en partant da milieu du 
tube, pour que rinctinaison de Paxe du nireau soit de i". On rerra 
par la suite comment l'on feit cette experience. M. Fortin, Tun de 
nos plus habiles artisties, construit tJes nireaux a tubes rddes,qai 
:oot ' une grawle sensllyHAie. 

Le petit niv^au^A; (pl. VI) est oonslruit d^apris le m^me prindipe 
<pie le preced^Dt,et il estplaoe-sur Paxe X du cercle; IHjne de ses ex- 
.tvemiteaest fix^ :a une ^^roi^Pe, mais Tautre extremite peut ^ti^ 
soulevee par le moyen d'une vis. Ce }ea est necessaire pour ealer ce 
ni veau , loraqne le Umbe 4u cercie a ete dispose yerticaleinent a Taide 
d'un fil-a-plomb suspendu a nne pince qu-on adapte a la-circopfe- 
rence dulimbc. Pour que cette verticalite aitlieu, il faut que Ic 
lil-a-]^lomb.balte librement sur la ligoe tracee autour de la petitip 
tige de la seqonde pince accrochee au point le plus bas de k cir- 
conference dont il s'agit. Lorsque l!artiste a eu le soin de toumer (e 
cercle sur son axe meme , il est plus exa6t , pour meltre le plan de ce 
cercle dans une situation verticale, de disjposer Taxe horizoiitaicment 
au moyen d'un niyeau a bulle d'air que Ton y suspend. 
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114. Le cercle de Borda, tel que ncHis venoos de le decrirti, tst 
e^treaiement precieux en Geod^ie et en Astrodomie, a causte de 
reiactitude des resultats auxquels il conduit ldrsqu'on sait eil foire 
un bon us^ge. Neamnoins , il n'est pas exempt de quelques im- 
perfectjpnS) et Fupe des plus grandes, selon nous, est dans ref&t 
de la Tis. tangente; car si en la faisant engrener, il arrive qu^un 
de ses filets tombe precisement sur un de ceux du tambour, le. 
cercle.eprouve un ebranlement subit et violent aussitot qu'ii re- 
9oit up petit mouvement de rotation par le moyen de cette vis, ent 
8orte que les lunettes sont tran^rtees tout a coupbien au-dela des 
points auxquels on vise; mais on corrige ce defkuten snbstituant une 
pince a la vis tangente, comme le fait maintenantM. Bellet. Un antre 
inconvidnien^» c'est que la colonne est si longne^ que le cercle oscille 
par nn vent faiblc, ou par le moindre cboc; mais il est des artistes 
qui remplacent cette colonne par un axe en fer, soutenu par trois 
})rancbes de cuivre fiiisant les fbnctions d'arcs-boutans : alorsle cercle 
a dans toutes ses positions une grande solldite. Tels srat. les cer cles* 
astronomiques de MM. Lenoir et Fortin. 

M. 9.eichenbach^ artiste tres distingue de Munich, constrtHt/de- 
puis plusieurs annees, dcs cercles repetiteurs qui ont aussi acqiiis 
une grande reputation. IIs sont prindpalement remarquaUes par 
Fexactitude de la division, la bont^ des vis de rappel, et en ce que 
la lunette superieure est adaptce a un cercte mobile tournant avec 
la plus grande liberte dans un autre cercle gradue. Le grand cercle 
astronomique que cet artiste a construit pour M. Laplace , et qui 
est etabli a rObservatoire rojal, est un chef-d'oeuvre d'execution. 
M. Fortinen^nstruit unautreyd'apr^slesprincipesdeM.Troug^toi>: 
on a tout Iieu d'esp^rer que ce nouveau cercle mural rendra de 
grands services en Astronomie. 

De la mesure des angles entre deux ohjets. 

11 5. Avant de proceder a la mesure d'un angle9.ii est essentiel Je 
s'ass«r.er si les axes optiques des lunettes, c'est-fi-dire .si les ^droites 
menees par le centre de refractioh de chaque objectif et Tintersection 
des fils des reticules, sont exactement parall^les au plan du limbe: 
pour cela^onsesert d^une lunette d^epreupe.Cette Iunette^/7 (pI.IV), 
qui n'a qu'un fil , traverse deux plaques quarrees qq' parfaitement 
egales. Lorqu^elle est placee sur le limbe dispose horizontalement, 
00 voit a quelle Ugne distincte d'un objct tres eloignc son fil horizontal 
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Vepondjet si, enla ^enyeraantsur les faces^^ opposees a cfelles 9^9' 
oe fil passe par la m^me ligne apparente, on est sur alors que Taxe 
optique est exiactetnent parallele au limbe. Si au contraire cette 
^reuve fait connaitre queTaxe optique passe paf une autreligne, il 
aera necessaire dans ce cas d'eleyer ou d'abaiBser le reticule de la lu- 
nette de la moitie de la distance des deux Ugnes observees; ce qui se 
£iitaumoyend'untourne-yis qu'on impiante dans latSte de ia yis. 
de rappel de ce reticule. Cette yerification etant faite, et la lunette 
d'epreuye restant dans la meme situation, Fon dirige sor sa ligne de 
repere, les deux lunettes de rinstrument; et si les fils horizontaux de 
leursretioules,oubiensilesintersections des filsinclines d'un demi-* 
qoadrant n'y repondent pas, on les y amene au moyen des vis do 
rappel r des reticules j aprds quoi les axes opliques des trois lunettea 
8e trouyentparalleles au limbe. 

Oh peutsepasserdeluhetted'epreuyepar1e proced^ soiyant. Aprea 
ayoir rendu vertical le plandu limbe et misle cercle azimutal dana 
tme position horizontale, a Taide d'unpetit niyeau nn\ on am^e la 
lunette superieure sur un objet eloigne, ensuite on fait &ire exacte^ 
ment une demi-reyolution a Finstrument, puis Ton ram^ne la lunette 
sur Tobjet; alors si Pintersection des filsdu reticule s'est-ecartee du 
premier point de n^iire dans le sehs horizontal , cela yient eyidemmeht 
de be queraxe optique n'est pas paraliele au plan du limbe; dans ce 
cas Von amSne Fintersection des fils au milieu de rinteryalie, a Taide 
de leur yis de rappel. Pour yerification i'on recommence cette operaf* 
tion plusieurs fois, et quand on est sur que le parallelisme existe, il 
ne reste plus, pour Fetablir relatiyement a la lunette inferieure, qu'4 
fiiire comclder son axe optiquo ayec celui de la lunette superieure. 
Ce procede, dont il est &cile de se rendre raison , serait exact sans les 
imperfections peut-Stre ineyitables de rinstrument; aussi yaut^il 
mieux, pour plus de surete, recourir a la lunette d'epreuye. 

Lorsqu'on doit obseryer une fl^cbe , on trouye quelquefois qu'il est 
plus commode et plus exact de Tamener a l'intersection des fils in«- 
clines, ainsi qu'il yient d'etre dit. Mais il est a propos de remarqqer 
que de quelque maniere qu'on dispose ces fils pour robseryation,i[ 
faut prealablemeQt les yerifier dans la situation qu'on aura adoptee, 
parce que, comme ilsont dans chaque lunette un mouy^ment com?- 
• muo^ 11 arriye souyent que par un petit defaut de construction leura 
.intersectioQs ne repondent par precisement au mlme point , dansriea 
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deux positioiis qae Toa peut donner aux reticules; et c'est cequi 
ferait que les angles seraient souvent observes dans un plan autre 
que celui sur lequel on^compte les grades ou les degres. Enfin, il est 
imporlant de rendre robjectif fixe a Pegard du tube de la iunette; 
car^ comme le centre de figure et celui de refiraction ne coi^ddent 
pas toujoarS) Taxe optique se derangerait dans le cours d'une ob* 
servation, si i'objectifvenaita tourner sur lui-m^me. 

Maintenant, pour mesurer un angle entre deux objets terrestres, 
il &ut d'abord amener les axes optiques des luuettes dans le plan d& 
cet angle , et les y consenrer pendant tout le cours de Tobservation. 
Pour cet efifet, Ton commence par disposer le limbe du cercie de 
mamire que son plan passe a tr^ peu pr^s par les deux points de 
mirc ; or , c'est k quoi Ton parrient en bomojant a la yue sunple, et 
inclinant seulement le limbe, en fiiisant toumer on peu, 8'il est 
necessaire, tout rinsfrumentsur la colonne, jusqu'a ce que lesobjets 
paraissent a egales distances du limbe. Ensuite, Fun des observa^ 
teurs(car ii est bon d'^tre deux pour s'entr'aider et ^viter beaucoup 
de lenteurs.et tdtonnemens) rendant la colonne inunobile , donne un 
mouvement de rotation au limbe , jusqu'a ce que la lunette supe-* 
rieure fixee a zero soit dans ia direction de l'un des objets,,d^ cdui 
Ab droite,par exemple.Le second observateur de son c6te,place la 
luoette inferieure^ rendue Ubre, dans la direction dei'autre objet; et 
cIiacuQ choisissant une vis dupied de l^instrument, la plus voisxne 
du verttcal de aon oculaire, ia &it mouvoir pour amener fimage 
Ae 1'obiet dans le cfaamp de sa lunette, et ensuite a rintersection 
des fils. 

• Ce proced^ est evideniment fonde sur ce priQcipequ'un plan est 
donne de position lorsqu'iI passe par deux droites qui se coupent, 
ou loFsque passant par un point, il est assdjeti a ^e paran^fe a ces 
memes droites. Ceux qui commencent a fiiire usage du cercle, ont 
quelquefois de la .peine a se rendre ce procede fiimilier, quoiqull 
soit fort simple, et qu'ilr^u68isse d'autant mieux qu'on a eu k pre- 
caution de disposer une des brancbes du pied dans la direction de 
la ligne quidivise a peu pres en deux parties^gales Tanglea mesurer. 
Cependant 8^1 arrivait que par une position particultere du cercle, 
^es deux mouvemens imprimes en m^me tems aux deux lunettes 
ixy^c les vis du pied se nuisissent continueHementyilfaudraitderanger 
4in peu la direction des pieds, afin de detruire cet efifet et de parv^ 
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jAt aa i>at qu'oti se propose d^aUeindre. M. Delambre a donne une 
formalepour eviter les t&tonnemens a cet egard; mais avec un pea 
de pratique, on est toujours dispense d'en faire usage. 

Supposons doncque les axes optiques soient dans le plan de l'ang1e 
a mesurer, et que les divisions du limbe, selon Tusage en France ^ 
doient numerotees de gauche a droite; on am^nera, i*. sur Tobjet a 
droite la lunette superieure tbujours fix^e sur zero, en feisant toumer 
le limbe, apr^s avoir isole la- vis tangente des fitets de la vis du tam- 
bour, ou desserre la pince qu'on lui a substituee; ensuite, en faisant 
tourner cette vis lentement, Iorsqu'elIe aura ete remise en action. 

On amenera la lunette inferieure sur Tobjet a gauche, d'a- 
bord en desserrant son agrafe pour la rendre libre, puis en faisant 
jouer la vis de rappel de Pagrafe rendue fixe : alors quand les deux 
lunettes seront exactement dirig^es sur les deux objets, on aura la 
premi^re partie de robservation. 

3*. Saos deranger les lunettes, on desserrera la yis tangente, et 
Fon fera toumer le limbe en dirigeant la lunette inferieure sur Pobjet 
a droitej et pour Yy fixer, Von fera engrener la vis tangente.De cette 
maniSre, robjecUf de la lunette superieure aura ete repousse dans le 
mSme sens d'une quantite egale a Tangle mesure j et s'il arriye que le 
cercle ne solt plus dans le plan des objets, on Tjr remettra a Faide des 
yis du pied. 

4*. On amSnera enfin sur Fobjet a gauche, la hmette superieure 
rendue libre, et on Yy fixera enserrant son agrafe; par ce mojeuy 
cette lunette aura d^crit un arc egal au double de celui qui mesure 
Tangle propose. On lira i'arcparcouru par la ligne de foi du vemiery 
et la moitie de cet arc sera la mesure de rangleobserye, abstraction 
&ite toutefois de la petite err^ur causee par Fexcentricitd des lu-* 
nettes. 

Cette mesure s^obtient donc a Taide de deux obsirvations conju^ 
guees. Dans la premi^re, la lunette superieure est fixe a Tegard da 
limbe, tandis que rinferieure est mobile. Cest tout le contraire dans 
la seconde observation. 

£n repetant 1'operation precedente i , 5, 4 • * • * ^oiSy partant 
toujours du point ou la kinette superieure est arrivee sur le limbe a 
la fin de la seconde observation conjuguee ou de robswvation paire^ 
on aura evidemment le quadruple» le sextuplei roctuple, etc., de 
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rangle, pouryu qu'on ne neglige pas de tenir Gompt« des circonfe-* 

.rences entieres parcourues. 

116. II existe un aulre procede pour mesurer un angle avec ie 
cercie repeliteur j le voici. Au lieu de faire des observations croisees, 
comme ci^dessus, onfixe d'abord la lunette superieure a zero, et 
.on la dirigc sur l'objetadroite, ensuite ony am^ne la luhette in- 
ierieure, qui ne sert plus alorsque de repere ; et saos faire tourner 
le limbe, on pointe la iunette superieure, rendue libre, sur Tobjet a 
gauche, ensuite on la fixe.De cette maniere, Tangle est mesure exac- 
tement par Tarc que cette lunette a parcouru Iorsqu'eIIe n'a point 
^excentricite, c'est-a-dire quand le plan mene par Faxe JTdu cercle 
(pl. III) contient en entier Taxe ab de cette meme lunette. Si Ton veut 
continuer d'observer Tangle propose, pour compenser Ics erreurs 
du pointe, et altenuer sur-tout celles des divisions du limbe,on fera 
tourner rinstrument en desengrenant la vis tangente, afin de ramener 
la lunette superieure sur robjet a droite, et on Tjr fixera. On y ra- 
m^nera la lunette inferieure pour la faire servir de repere, et ensuite 
pB dirigera, comme la premifire fois, la lunette superieure, rendue 
iibre, sur Tobjet a gauche. Alors la ligne de foi du vernier de celte 
Junette marquera le double de Tangle observe. On peut cootinuer 
tl'operer de la meme maniere pOur avoir le triple, le quadrupl^, etc, 
de cct.angle; mais cq procede exige evidemment plus de tems que 
jpar les observations croisees , lorsqu'on vcut atteindre le meme 
degre de ptecision.. 

, < 1 17.. Dans les granda cercles, la lunette superieareentratne ordi- 
nairement 4 verniers disposes a angles droits , ouik peu pres, afin de* 
pouvoir lire sor quatre points difierens de la circonference du limbe, 
et obtenir par la une moyenne plus independante deserreurs de la 
division et de celles de la lecture. Supposons, par exempie, qu'oa 
Us^ les qufmtites suivantes au commencement de roperation : . 

i » ,^ • • / • * 

verniers i**^ a« 3« 4* 

(a) 0,000, 100,025, 1^9,985, 3oo,oi5, 

et qtfapr^s la dixieme observalion de Tangle, ces verniers marquenl- 
respeclivetnent les nombres suivans, en tenant comple des circon- 
feiteuces entieres parcourues durant la seric , • 
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(b) 548^113, 648^108,' 748^,100, 848Mo5- " 

on prendra 1e complement aTunite , des parties decimaies coinprises 
dans la ligne (a), toutes lesfois qa'elles appartiendront a des nombres 
au-dessousde 100, aoo ou 5oo; et roil' afiR^ctera tous les restes du 
signe negatif. Ici ron aura 1 . , 

1" 3« , 3« 4* 

(a') +0,000,. , +0,025, —0,015, +0,01 5. , 

Oiyprocedera de meme par rapport aux parties decimales oomprises 
dans la ligne (A), si les nombreBdont eltes dependent n'ont pas tbu^ 
le mSme chiffi*e aux uuites. Or, dans le cas actuel, cette circonstance 
11'ajapt pas lieu , on a 

(6') +0,112, +0,108, ^ +0,100, +o,io5. 

Ensuite on fera une somme des firaQtidn» ( a^, qni sera + OyOsS , 4ue 
Fon retranchera de celle desfractions(^')tC'est-a-dire de + o,425; 
puis Fon divi^e]^ le reste + o,4oo par 4, etle quatient + 0,100 sera 
la partie.d^imale a ajoutef aii noi^re '548^; de aorte' que le decupte 
de Tangte mesure sera' definitiyiBment 548<^,ioo; donc l^ngle simple 
s=i 54^,810. 

On Yoit clairement par cette methode, qui est generale, que le 
quartde.ia soinine desnombresdelaiigne(a') marque lo point de 
-depart d'un vernier /Ttqyenparcdurani Tarc mojen entre les quatre ; 
tandis que le quart de la somme des nombres de la ligne (b') di^igm 
le point d'arrivee de ce meme vernier^ 

Mais il 7 a mojen de simplifier un peu le calcul precedent. Pour 
cela , a)outez toutes les decimaies de la ligne (a') , et 6tez de ta somme 
autantd'unitesqu'ilsetrouver9deverniersmarquant mpinsde loo^, 
ou 200 ou 3oo : ici Ton a o,p25t . , ; . • 

A)outez de memetoutes le$ decimales de la ligne (b) ,^t .6tez de la 
somme, ou ajoutez-j autant d'unites qu'il j aur^ de nom^res ou \e 
chifiTre des unites aura une valeqi: ipoindrc ou plus forte que celui 
quj se trouve dans le nombre marque par la ligne de foi du prqmier 
vernier. Enfin, de cette somm^, ain^i diminjjee ou augfnentee s'il 
€st necessaire, feoustraj^ez Isf pr.^miere et ^visezle reste par 4, c'e3t- 



a-dire j^ar le nombre ^es vemiers j le ijuotient sera la partie decimalc 
mbyerinie cherch^e. 
Voici le cas. Au comVnencement les vemiers marquaSent 

. OjOpo, 100,001, i&9?998, 006,0005 

a la fio de la dixi^me observation, ils indiqu&icftft 

532',ooi, " 65i',998, 732',oo3, 83a',ooa. 

Or, dans Va premiere Tigne , la sotnme des d^cimales diminuee de 

^'unite , . ^ . = o,ooa 

daqs la.deuxierae ligne, cet|e somme diminue de rudite 0,00^ 

diteretice ===0,663 

^ = 'o,66o5 

Autre exemple. Aacommencement, les vernierstnarquaient 
0,000, 100,001, 1995^98, ^66,o63j 

a )a fin de la dixi^me observatioii Ton avdit ^ 

.... . . 

421,998, 5aa,ooi, 621,997, 7^1j996- 
Or,Ia8onime despreihieresfiractions dimintr^e'd'dneiinite i±= 5,ob!i 
ceUe des secoQdes firactiohs augmentee d'uhe unite .... ^ 3^999 

difFerence ..... s^= 5,990 
== Q>9975 

dc la ar^c parcouru a= ^ai^^gg^S, et angle mesttre = ^}'^^^^ 
s=5'43',i9975. . 

On peut aussi se dispenser de faire la sbufitraction indiqufee, eta 
prenant le complement anthmetique et a Punite de la s6mme des 
parlies decimales mai*qu^es par le Vet^ier au commencemeht de fa 
, s^rie; ou, ce qui revieiil au mehae et ce qui est plus sirtple, on Hi 
le vernier a contre-sens , en mettant ]iar la peni^e io a la j^lace de 
zert) , et reciprd^uem6nt. Ken entencfu ^u*il feu t alors 6ter du resultat 
aut^nt d?uriiles'qu'6h aprls de conipife^mens; si les verriieM marqueiit 
des hoinbres au-<lessu^^ ibo et Soo^ : 

^ A moins qu\)n iit pcu de tems pour observer , \\ est loujbur^ utile 
•de hoter tous Fes an^s d^une m^eme sdrie, afiri de houvoir s^assurer 
ae^Puhira^mite ae^fe nik^^^ l'brd're que r&n peut suivre a 

cet egard ; 
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des 

obseryations. 


ANGLES 


an pbint ' 


tnultiples. 


"sTmples. 


de iifSM. 


d^ariivle. 


4 

6 
8 

10 

1 o 

i4 
i6 
i8 

20 

Arc mbyen 
parcoum 


«34,778 
353,167 
469',55'7 

5?.6,947 
704,338 
8a'i ,739 

939,>a'a l 
io56^5ii 
1173,901 ' 

1 

> 


6945 
6945 
69'46a5 

.6547 

634833 

694928 

695055 
B95536 

58^6948695 » 


0,000 
,o65 
* '0 ,oo5 ' 
0,008 

Somme = 
tieqnart = 


901 1" 
504 fl« 
900 o* 
Soa 4* 

3,607 

o;ooo^ j 

0,995! coaapl 

3.589 
o,897aj5 



II n'est pas necessaire de lire les quatre vemiers chaque fois qu'on 
yeutjnscrire un angle multiple; i Isufi^t de les bbserver au commed- 
cement et a la fin de fa serie, cdnjme dahs le tableau precedent. Ainsiy 
les fractions^decimales des nombres de la seconde colonhe ont set^- 
lement ete^ndiquees par le premier verhier, a Pexception de celles 
du dernier. nombre 1 1 73,89753, qui sont le resultat dc la' combinaison 
des fractions ins^rees danis les deux derhi^res colohhes; coihbinaison 
faite d'apres la troisi^rae metiiode exposee ci-;dessus* 

Un^arrive pas toujburs que les series de cette espece sotent aussi 
regulieres. que la precedente; carles vapeurs qui s^elevent queTquefois 
durant Tobservation, par Paction d'un s6|eil ardent, prdduisent des 
ondulations qui font^paraitre les objetsmobiles, ct qui nuisenl par 
consequent 4 l*exactitude du pointe. De la ces ahonialies qu^on re- 
jniarque dans les series d'un m^me angle.En general^lesmeiileureia 
obseryations oht lieu pehdantTabsencie d^^^^ 

1)8. Bans ks triangulations du preiQier prdre, il est convenablo 
de prendre plusieurs series d^un. meme angle a des jours dififerens ; 
mais 5 series.de ao observations, chacune prise dans les circon- 
filanc^ favorables et avec un cercle de 35 c^ntimetres de diametre^ 
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sont toujours suflfisantea. NeanmoiDS, comme le plus souvent elles 

diflferent .entre elles, on en prend la moyenne arithmetique. 

II n'est peut-etre pas inutile de dire qu'on entend par moyenne 
arithmetiquej le quotient qu'on obtient en divisant par le nombre 
tolai des observations ia somme des produits du nombre des ob- 
servations d'une meme serie , multiplie par l'arc parcouru sur le 
linibc. Si, par exemple, n est le bombre des observations de la pre- 
miire serie, et ^ l'arc parcouru ; que/i' et soientrelatifs a la se- 
conde serio; que 7i" et se rapportent a la troisieme seriej Tangle 

inoyen sera j^^,^^^ — -. En faisant chaque serie d'un meme 

nombre d^observations, la regle cst plus simple, puisqull ne s'agit 
que de diviser la somme des resultats par leur nombre. 

De la mesure des distances zenitales. 

iig. La distance au zenit d'un objet est le complement de sa hau- 
teur angulaire, ou sa depression augmentee de loo grades, ou, ce 
qui revientau m6me, Tangle enlre cet objet ct le zenit de Tobserva- 
teur. Avant d'observer une distance zenitale, on mettra le limbe du 
tjercle dans une situation verticale ainsi qu'il suit, 

On disposera Taxe l^du limbe (pl. VI et V) dans une position a peu 
pres horizontale, cn desserrant la pince du quart de cercle et en 
renversant le limbe : ensuite, apres avoir amene la buUe d'air du 
grand niveau df au milieu du tube, ce qui se fera d'abord en rendant 
Jibre la lunette inferieure, puis serrant son agrafe et faisant usage 
de sa vis de rappej, on.fera tourner tout rinstrument sur sa colonne 
de maniere que Tindex , ou la ligne de foi du cercle azimutal zz\ 
partant de la ligne de division qui se trouve vis-a-vis un des pieds 
de rinstrument, de /^par exemple, parcoure une demi-circonfe- 
rence. Si, dans cette etat, la buUe d'air , apr^s quelques oscillations, 
ne se fixe pas d'elle-meme au milieu du tube, Taxe de ia colonne ne 
sera pas dans un plan vertical; alors on fera la correction moitie avec 
la vis du pied qui se trouve precisement au-dessous du grand 
niveau, moitie avec la vis de rappel B! de la lunette inferieure. 

On ramenera Tindex du cercle azimutal au point de depart; et si, 
dans cette premi^re position, la bulle ne conserve pasle milieu du 
tube, on fera la correction qui vient d'etre Indiquee. On continuera 
cctte epreuve ju8qu'a ce que la buUerevienne d^Ue-m^me entre se* 
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rep^res dans les deux positions de riDStrument. Alors Yaxe de la 
coloiunie scra dans le plan vertical passant par zz'. 

Ensuite , si apr^s avoir place Tindex a loo' du point ou il se trouve 
maintenant , la bulle ne rentre pas entre ses repires , on ¥y ra- 
menera en faisant lacorrection moitie avec la vis^',moitie avec 
lavis /^",c'est-a-dire en elevant Tune et abaissant Fautre d'une 
egale quantite. De cette maniere, Taxe S de la colonne du cercle s^ 
trojivera a ia fois dans deux plans verticaux , et sera par consequent 
verticaL Ainsi, quelque part que soit place Tindex du cercle azimutal, 
la bulle reviendra au milieu du tube pour s^y fixer. Cependant, si 
Finstrument a quelque petit de&ut de construction, ou bien si 1'ope- 
ration que Fon vient d'indiquer n'a pas ete faite avec toute Texactitude 
possible , la bulle sera errante, lorsqu'on fera tourner la colonne 
el qu'on arretera Tindox sur differens points de la circonferencej il 
&udra donc pour la rendre stationnajre au miiieu du tube, fuire de 
legeres corrections, en procedant comme ci-dessus. Au surplus, la 
verticalite de la colonne tfest pas d'une necessite absoIue;eIle dis- 
pense seulement de caler sans cesse les niveaux quand on observe 
une distance au zenit. 

Enfin, rpn mettra avec beaucoup de soin le limbe de rinstrument 
dans une poaition verticale , a Taide du fil-a-plomb dont il a ete parle 
a Fart. iiSj oumieuxencore, au moyen d'un niveau a bulle d'air dis- 
pose pour cet effet. Alors si le petit niveau gh que porte Taxe Tdu 
cercle est incline a rhorizon , on le calera au mojeh de la vis de rappel 
qui y est adaptee, et Ton serrera la pince du quart de cercle, afin que 
le limbe ne puisse plns se deranger a Tegard de Taxe de la colonne. 
Lorsqu'en manoeuvrantrinstrument, rhorizontalite du petit niveau 
n'aiu*a plus lieu, on la retablira en tournant dans le sens couvenable 
la vis du pied qui se trouvera a peu pr^s dans la direction de ce ni- 
veau, et cela afin de remettre le^limbe vertical. 

Maintenant, pour mesurer une distance au zenit, Fobservateur 
fixera a zero Tun des verniers de la lunette superieure, et placera 
cettelunette a sa droite, si les divisionsde ripstrument ttpntnuipc- 
rotees de gauche a droite; ensuite, il la dirigera sur Tobjet, en dets^ 
chant la vis tangente, puis faisant engrener cette vis pour procurer un 
mouvement lent a cettelunette.AIorsraide observateurplaceraho- 
rizontalement la lunette inferieure qui porte le grand niveau, en la 
faisant mouvoir independamment du limbe* Lorsque la bulle restera 
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ati miKeu du ttibe^ en raAme teme que le ppint 6e mire $wa fious U 
fil horizontal du reticule , ce que chaqiie Qbservateur aaura 
s^arertissant mufuellement, on aurala pre(miere partie de Fobdenra- 
tion, et le cercle sera a la droite de cdui qui pointe siir robjet. 

On fera ensuite tourner tout rinstirument sur sa coloniie, ju8qu'a 
ce qae Pindexdu cerde aztmutal ait parcouru une demi-circoiiferesoey 
c*est-a-^re que ie limbe soit a la gaucbe de Vobaer^rateur dans le 
Tcrlical de Fobjet ; et pendant que raide obser^ateur, toujours p}ace 
a roppose des dtvisions du limbe, ramSnera }a Iimelte inferieure 
<ians la position horizontale pour oaler le grand oiireau, en £dsant 
lourner le Hmbea Faide de la vis tangente du tambour , {'observateur 
-fera mouvofr la lunettesuperieure, qu'il aura rendue Ubre,jusqu'a 
ce que le potnt de mire soit exactement eous le fil horizontal. Pour 
psirvenir a ce but, il aurasoin de serrer ragrafede cettelunetteiQt de 
faire usage de la vis de rappel. Mais ce mouvemast, imprime a ia 
lunette superieure, aura pu deranger la bulle du grand niv^au; il 
TauUra donc la replacer entre ses rep^s, ou la catet en feisanttour- 
ner ia vis tangente, et ensuite ramener Taxe optique de la lunelt^ 
superieure sur le point de mire , au moyen de sa vfe de rai^pel Lprs- 
quele grand et le petit niveauseront cales, et que robjet sera en 
mSme tems sous le fit, on aura la seconde partie de rohservation, 
et Tarc parcouru par le vemier de cette lunette sera le double de 
la distanoe z^nitale cherchee. 

iEn effet, solt Cle centre du limbe (pl;V,n* a), la direction de 
lalunette lors de la premiere observation, et CH la ligne horizontale 
d^tcrminee par.Ie grand niveau. Lorsqu'pn tourne le limbe a gauche 
pour faire la seconde observation conjuguce, et que Fon cale de- 
rechef le niveau , la lunelte superieure prend la direction -rf'J5', c'est- 
a-dite qu'elle fait avec la ligne horizontale CITle mime angle qtfau- 
paravant, mais en sens contraire.' Donc le point O, d'ou Fon compte 
les grades, selrouve alors en 0[; donc, si on detache la lunette su- 
perieure pour la ramener sur Fobjet J9, le point cy reviendra en O, 
en parco Aant Farc OZO'. Mais cet arc esl evidemment le double de 
la dtstance zenitale ZCO chercbee; donc a la fin de la seconde obser- 
ration conjuguee, on a le double de cette distance. 

'En Tepitant plusieurs fois cette operation , et partant toujours du 
point ou s'c8t arrfitee la ligne de foi du premier vemier a la fin de la 
^econde observalion cohjuguce, Fon paiviendra au quadruple,au 
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SCfttiipfe^ etc, de ]a distaQce mmtak, el roDattmiiera les erreurp 
poffit^ el de fei diviaioii, ctmn&^ dans ia SKSure de« ax^es eatro 
Ie8 6bieft feiTOatres. 

Notis freddrirons de isettre, avaDt toat^ iHie des brancfaes diii pied 
*de llcidtrtfikieht datls le plan ^ Tangle a mesurer; iroici poorqooi. 
t)aDftlli*de6xj^ixie pMtie de l'oi)serTatioii , fonest^faiige^ pour caler 
le grand niyeati, de faire tourner le limbe autour de son,ase;inais 
l^s filets de 1a vis tangente <{tri produit ce moQvement, etant trop 
^e^pac^s les uns des autres, 41 n'est gu^re possible d^amener esacle- 
tnent par ce Itioye^ la -buUe au roilieu du tube. Aussi, quand la cor- 
Tectidntfst legere, v^lut-iliftieox lafeireavec la vis V du pAed, qui se 
'tr6Qvepreciseniedt au--dessous(du ^rand niveau, et qui procuoe un 
mouvemerit tres doux, sur-tout si, au lieu de ceite Vis, on;&it agir 
cellede 1-etrier ee^ sur lequdeile^pose. Onpeotaussi^.par lamdiherat- 
8on,amener lefiihorizontaldela lunette sur robjet,avec cettem^me 
vis , lorsqu^on fiiit les observations itnpaires, puisqu'alors cette lu- 
nette est fix^e tiu limbe. Ge mourement de la tis dorit il s'agit nie 
derange pas le limbe de sa position verticale, ce qui est evident. 

120. Mafgre toutes c^ pr^eautidus, il en est encore d'aatres a 
prehdre pbdr dbtedir la plus grande pr^cisioDpossiMe. Par exemple, 
comme bn n'estpas'toa)oclrs silr que leipoint de mire soit exacte- 
nnent sousTaxe du fil, il impotte, pour ne pas tenir compte de la 
demi-epaisseur de ce fil, s'il est d'un diametre assez sensible, de 
mettre successivement ses bords superieur et inferieur en conUiet 
avec le point de rairej parce qae si rangle <>bs€rve estplus petltdans 
* robservation impaire , il ^ira plus gratid de )a m4me quantiCe dans 
l'obserV^iti6n paire, ou reciproqueitieiit 

De plus, 66rrtmeil est commodedemettre lepoint de mire aune 
petite distance du fil vertical, et que rien ne peut faire* juger de la 
parfaite borizontalit^ de raiilre' fil , voici la maniere de se premunir 
cohtre rerriiur' que causerait la petite inclinaison de ce ^demier^ fil. 

*Si, lors de la. premiere partie de Fobservation,' le pottifde mire m 
(pl. V, h* 1) parait dans la lunette a la droite du^fil Terticfe|l i/J^, il^sera 
recUement efatre ce fil et le Hriibe; puisque les^Abjets' sont vus ren- 
versesj etrangle;feL4*Xrepresentera Perreurcorthiisesut la distance 
zenitale, si J?A estla vraie posftion du second fil a I^egardde rhorizon- 
' tale-^X Mais la lutielte se rtehversant danS^la detixicme pattie de 
robservalion, il s'ensuil quele^fi! ::^iffsera intline ddxisle-meme^ena 
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parrapportarobseryateur.Si donc ron placerimage dupoint de mire 
en m\ c'est-a-dire a gauche du fil^/^et de maniere que Aml^Amy 
la nouvelie erreur faite sur la distance au zenit 8eraL=x^h, c'est- 
a-direegale, mais de signe contraire a la precedente^ ainsi, il y 
aura compensation. II est donc evident que le point de mire se re- 
trourera reellement entre ie fil yertiGal et le limbe, et au mSme point 
physique. 

Dans tous ceci nous avons fait abstraction de Texcentricite de la 
lunette superieure, parce qu'elle n'existepa8 dans les cerclesqueron 
conslruit maintenant;d'ailleurs, eut*»elle lieu conmie dans la figure 
citee, ta mesure des distances au z^nit ne subirait pour cela aucune 
correction, parce que ceUe qui est relative a la seconde observation 
conjuguee est egale et de signe contraire a la correction qui se ma- 
nifeste peiidant la premiere observation, ainsi qu'il est aise de s'en 
assurer. 

Les dislajaces zenitales des objets terrestres servent pour reduire 
les angles a rborizoU) et £ure connaitre les differences deniveau des 
stations. : . 

. lui. U arrive quelquefoi^ qug le lieu de Tobservation ne permet 
pas de faire &ire au limbe Une demi-revolution. Dans ce cas, on le 
laisse dans la posilion la plus favorable, et Ton mesure la distance 
zenitalei en faisant des observations successives analogues a celies 
decrites a rart» 116 ^ c'est ce que Ton concevra encore mieuxpar ce 
qui suit. 

Apri»s avoir mis le cercle dans une posiUon verticale^ dirigez la 
lunette superieure, raise a zero, sur un objet tris eloigne; amenez-y 
aussi la lunettc inferieure, afin de rendre les deux axes optiques 
parall^Ies. Cela fait/et sans detacher du limbe la lunette inferieure, 
calez son niveau a Faide de la vis tangente, puis rendez libre la lu- 
nette superieure, pour la ppinter sur robjet dont on desire connaitre 
la distance zenitale , et fixez-Ia dans cette position; alors rarcqu'elle 
aura pacoowiu spr^rangle.de ^auteur ou de depression,cherche. 

Pour dovfbler cet angle, fefaites la meme operation, comme si la 
lunette superieure ^tait fixee sur zero. Cettelunette parcourra ensuit« 
lin nouvel arc qui,.a)oute au premier , sera la mesure du double de 
Tapgle chercbe. 9p pourrait (Je mSm^ se procurer le triple, le qua- 
driiple, etc., de cet angle. Mqi^ Upn congoit bien qu'il ser^ affecte 
?TOC^<^.c^si^ parle4(ifautdeparallclismc de Faxe opUque 
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la lanette inferieure et de l^axe de son niveau, qui est depourvu 
de rapyens de rectification : c'e8t la ce qu'on nomme rerreur de^ 
coUimaUon. 

laa. Cest ici le cas de dire comment on determine le degre de 
sensibilite du grand niveau. Pour cet effet, mettez le limbe vertical, 
comme pour prendre une distance auzenitjfixezlalunettesuperieure 
a zero, et dirigez-la sur un objet quelconque, en faisant tourner le 
limbe avec la vis du tambour, jusqu'a ce que cet objet soit sousle fil 
horizontal. Desserrez la lunette inferieure, pour amener une des 
extremites de la bulle du grand niveau vis-a-vis le trait de division 
extreme de la regle qui supporte ce niveau, et.voyez si la lunette 
superieure ne s'est pas derangee. Ensuite faites tourner la vis du 
tambour , )usqu'a ce que la meme extremite de la bulle arrive a Tautre 
irait de division extreme, pourvu toutefois que Tautre extremite de 
la bulle n'atteigne pas celle du tube. Ensuite , ramenez la lunette su- 
perieure sur le point de mire, en faisant usage de sa vis de rappel. 
Enfin, lisez le nombre de parties de la r^gle parcouru par la bulle : 
ce nombre n sera celui qui correspond a Farc decrit par la lunette 
superieure.Mais cet arc etant trop petlt pour pouvoir etre lu exacte- 
ment,recommencez la m^me operation comme si la lunette supe- 
rieure partait de zero, et vous aur^z le double de Tangle correspondant 
au meme nombre de parties d'incIinaison du niveau. Continuez de 
la mSme maniere jusqu'a ce que vous ayez, par exemple, le decuple 
de Tangle cherche. Enfin, divisez cet angle A par le iiombre n de 

parties,et lequotient^sera le nombre de secondes correspondant 

a une partie d'incIinaison du niveau. 

On est sur-tout oblige d'evaluer cette inclinaison, lorsque Pon 
opSre avec un cercle a niveau fixe. Ce niveau, au lieud etre adaple 
a la lunette inferieure, estfixe sur la colonne, et se trouve par con- 
sequent tout-a-fait independant du limbe. II est des observateurs qui 
preferentde beaucoup le niveau fixe au niveau mobile; parce que, 
d'apr^s cette nouvelle disposition, Ton observe avec une tr^s grande 
prompUtude les distances zenitales des astres. 

ia5. Pour observer avec un niveau fixe, on desserre la vis du 
tambour, afin de donner toute liberte au limbe de tourner Iorsqu'il 
est vertical. Cependant on peut Tarreter au besoin, au moyen d'unc 
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forte pince iifoi &it carps avec la coloviae , ou bien lui imprimer qn 
mouvemestderotatioDlF^ lent, a raide d'une vis derappel adaptee 
a cette pince. Quant au grand niveau qui eet, conune nous venons 
de le dire^fixe sur la colonne et entierement isole du cercle, il ne sert 
que pour metlre vcrtical Faxe de celte colonne, ou pour en faire 
connaitre Pinclinaison . Ce niveau a aussi sa vis de rappel pour le caler, 
et est place paraII6Ienu3ntau limbe. 

Cecl etant bien compris, voici la maniere de mesurer Tinclinai- 
son de Taxe de la colonne, et d'evaluer son efiet sur les distances 
Zenitales. 

Representonspar^ la longueur actuelle dela bulle d'air du niveau, 
et supposons que Tartiste aiteu le soin de mettre le zero de rechelle 
exactement au milieu de cette bulle, lorsque le tube est horizontaL 
Dans cette posilion, les extreraites de la bulle marqueront les memes 
nombres; et si on retoume le niveau bout pour bout sans changer la 
position du plan sur lequel ce niveau repose, la buUe, apres quelques 
oscillations, rentrera entre ses repires. Mais si on el^ve une des 
extremites du niveau, Textremite droite par exemple, la liqueur 
obeissant a la loi de la pesant^ur se deplacera, et portera la bulle 
vers la partie elevee; en sorte que rextremite droite de cette buUe 
marquera l B + x = D parties de rechelle, tandis que rextremite 
gauche marquera \B — x = G ; puisque nous supposons que le tube 
est bien calibre, et que labulle, pendant rexperience,«conserve sa 
longueur. Or, x designant, en parties de rechelle, 1'inclinaison de 
Taxe du tube, on a = /> — G ; c'est-a-dire que le double de cette 
inclinaison est egal a la diSerence des nombres marques par les 
deux extremites de la bulle, quand le plan sur lequel 6'apptde le niveau 
est horizontal. 

Mais donnons au plan, dans le sens de la longueur du niveau> 
une inclinaison/* telle que Textremite droite de la buUe marqu^ 

iB + x^y=Di 
alors rextremite gauche marquera 

LB^x—:y=G. 

Maintenant si nous retoumons boul pour bout le niveau, sansrien 
changer d'ailleurs a la position du plan, Fextremite droite dela buUe 
donaera 

±B-x+:y = Dr, 
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ceKe d6 gaudie donn^ au contraire 

ainsi, de ces qaatre equatuHis Yoa tirera 





i>., 


ou 


a ' 


a* = G.— • 


G, 


ou 




a^ =i? — 


G., 


ou 




3jr=A— 


G, 


ou 


I>, — 

^ a » 



de la les deux r^gles suiyantes, doBB^ par M. Detambre (^strono-- 
mie ytom. I,p. 82). 

i^. Le double de rinclinaison du tuhe est Sgal d la difference 
des deux nombres de la droite; le second nombrese retranche du 
premier. 

Si X est positif, le boutdu tube qui etait d^abordd droite, est 
plus eleve que celui qui etait d gauche; si x est negatif, c*est le 
contraire. 

a*. Le double de Virtclinaison du plan sur lequel s^appuie le 
niveau, estegal d la difference des nombres indiques successive^ 
ment par Vextremite qui etait d^abord d droite; le second 
nombre se retranche du premier. 

Si j est positif, e^est la partie droite du plan qui est la plus 
elepee; ce serait le contraire si j etait negatif 

Ce que ilous disons du plai>, dok s'entendre de Taxe de la colonnc 
du cercle qui porte le niveau. Ainsi, dans robservatlon d'une di- 
stance zenitale avec un cerclea niveau fixe, on doit toujours consi- 
derer la mSme extremite ph;^sique de la buHe avant et aprSs le 
retournement du cercie, pour evaluer nnclinaison de Faxe deiaco* 
lonne. 

Supposons, par exemple, que te cercle etant dans sa premi^re 
position, G soit rextremile de buHe dirigee vers Pobjet, et D soit 
Fexlremite situee du cdte de robservateur. Dans la seconde positioa 
du cercle, les memes extremites phjsiques changeront de wm^ 
puisque le bout du niveau qui etait toume v^ers Pobjet sera au con- 
traire toume yers robservateur j ainai D deyiendra Gi et G deyien-: 
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dra D^. Si donc dans le coursd'une observation de distance zenitaTe, 
on lit a chaque position du cercle, les parties du niveau marquees 
par les deux extremites de la bulle, afin d'obtenir plus de precision , 
et qu'on designe generalement par G les parties correspondantes a 
Fextremite ohjet, par D les parties correspondantes au mSme instant 
a Textremite obserpateur, les diverses valeurs de y seront renfer- 
mees dans les deux suites suivantes : 



NOMBRE 
des 

observarions. 


— objet 


+ obsenrat. 


Limbe i droite. 


+ observateur 


— objet 


Limbe k gauche. 



*• »>={Ta »/={±§ 

Ilfaut feire attention que si le niveau, suppose perpendiculaire a 
Faxe de la colonne, est eJeve du c6te de D ou de robservateur, cet 
axe prolonge vers le zenit passera entre ce point et le rayon visuel 
dirige sur Tobjet. Or, comme on rapporte la distance zenitale a Taxe 
de rotation du cerclc pris pour verticale apparente, il est clair que 
rinclinaisonde cet axe doit s'ajouter a la distance zenitale observee i 
c'est en effet ce que suppose le tableau precedent. 

Toutesles valeursde ay/,3y//, ay///. . . . donnees par la m^me 
extremite phjsique de la buUe, seraient egales entre elles, siTaxe de 
rotation n'eprouvait aucun derangement pendant tout le tems qu'oQ 
observe; il en serait de m^me des valeurs dc ay', ay, ay" • . . De 
plus, ces deux series seraient identiques; maiscomme il n'en est pas 
tout-a-faitainsi, il est convenable de prendre la moyenne entre toute» 
les valeursprecedentes de^, c'est-a-dire de faire une somme de toutes 
les differences a/, a/', ... aj^/, a^//,. . . et de la diviser par le double 
du nombre des observations simples. De celte manicre, on aura ua 
arc moyen^, lequel etant converti en secondes (art. laa), s'ajoutera 
a Tangleobserve, ou s'en retranchera, selonque la somme des tcrmes 
positifs sera plus grande ou plus petite queceUe des termes negati&«^ 
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Potnr plus de clarte, voici une serie prise a rObsemtoire da Depdt 
de la Goerrre, avec un grand cercle de Lenoir, auquel cet artiste 
avut adapte un niveaa fixe. 



NOMBRE 
des 

obserrations. 



1. 
a. 

3. 
4' 
5. 
6. 

7- 
8. 



ARG 
parconra 
snr le limbe 



.0»., 



9- 

10. 



,858',9ia5. 



MARCHE DU NIYEAU FIXE. 



objet — 
obserratenr + 



5a 
49 



diff. 
a. 



— 3 



50/"- 

5o / 

49 i 

50 -1 

49 / 



Arc moyen — SSf^^gia.So 
Corr. dn niv- =— g.5o 

Diiit. ximih. =85',89o3,oo 



obserratenr + 
objet — 



diff. 
b. 



— 3 



5a 
55 

54.5 
64 

55 

54 

56 

55 
56 



}- 
}-' 



Soxnme des a = <— 8 Som. des &= — 8^5 
Inclinaison de Taxe de rotat. ? - = o,8s5 
Factenr constant 11 >5i 



Prod. ou corr. du nivean — 9*,5.: 



Le facteur constant ii*,5i est la valeur d'une partie du niyeau en 
eecondes centesimales ; il a ete determine avec beaucoup de soin 
par la methode de Tart. las ; neanmoins il est trop grand pour que la 
correction soit sure. Les niveaux de Fortin paraissent ne laisser 
riena desirer : il en existe de cet artiste, qui sontd^unesensibilite 
telle, que la bulle parcourt regulierement 3 miljimetres quand Taxe 
8'incline de i'' sexagesimale ; d'ou il est aise de conclure que ie rajon 
de courbure de la paroi interieure et tongitudinale du tube est de 
6i8*,7944 {^str.phys. de M. Biot, tom.I, pag. 556). 

134. IVapr^s Tidee quenous avons donnee de la construction du 
cercle a niveau fixe, on doit en inferer que la vis tangente du tam- 
bour est remplaceepar iayisdela pinQeajusteea]acolonne,lorsqu'on 
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fait usage de cet instruixient pour observer les distances zenitales} 
que cette pince doit fixer tellement le limbe a cette colonne ou a la 
plaque qui lui est adherente, qu'ii ne puisse avoir le moindre mou^ 
veroent de rotation, en passant de la premiere a la seconde obser- 
vation conjugueej mais que rien n'avertit du contraire, puisque le 
niveau est indcpendant du Kmbe; qu^enfin, ce niveau pourrait bien 
etre ramene chaque fois a la position horizontale , ou entre lcs memes 
reperes, comme dans les cercles ordinaires, au moyen d'unedes vis 
du pied; mais qu'on opere plus commodement et plus rapidement , 
cn concluant rinclinaison de Taxe de rotation des diverses positions 
de la buUe. Toutefois Ton a^est pas dispense d'avoir un aide unique-* 
rnent chargc d'observer cette buUe , sur-tout si le cercle n'est paa 
etabli sur un corps parfaiteokent stable; car robservateur en aUant 
de la lunette au niveau, changerait l^inclinaison de l'axe, enderanr- 
geant par son propre poids la position du centre de gravite du systeme; 
inciinaison qui doit etre invariable pendant la duree de deux obser- 
vations conjuguees. 

Une autre remarque non moins essentiellea &ire, c'estqu'il im-> 
porte que le limbe soit maintenu dans sa position verticale, pendant 
touteladuree des observations (art. 119). 

Lorsqu'onfait une longue suite d'observatioiis de distances zenitales 
d'un meme objet, on fait varier chaque jour rinctinaison de Taxe de 
rotatioh du ccrcle , de mani^re que la correction du niveau soit tantot 
positive, tantdt negative.Par la, on donne lieu a des compensations 
qui rendent les resultats raojens plus independans des parties du 
niveau. 

Du Tlieodolite repetiteur. 

ia5. Quoique fe calcul de la reduction des angles a rhorizon soit 
bien sknple, conmie oq le verra par la suite, U serait cependanta 
desirer, dans plusieurs circonstauces, que le cerde repetiteur fut 
garni de lunettes plongeantes, c'est-aHlire de lunettes qui eussent 
chacune la propriete de sc mouvoir de plusieurs grades dans un 
plan par&itement perpendicuIaireauUmbe; parcequ'en le disposant 
toujours horizontalement a Taide de deux niveaux places a angle droit 
et attaches au lunbe , il en resulterait que les angles observes seraient 
natureltement reduits a I^horizon. Les theodolites repetiteurs de 
M. Reichenbach , bien superieurs a tous ceux qu'on a construits 
jusqu'a present, jouissent precisement de celte propriele. La lunette 
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loSFieare de cet instrum^iit, qui ne sert que de r^;>ere> a nn p^tiC 
jea dans le sen^ vertical et dana le sens horizontal ; ima^ la luaette. 
«uperieure (pL XI) eat trayarsee par un axe Ittea caHbre, etdoot 
lea ej^trenutes C, CeotrentdaoadeacoUetfi egaux elevesde ^ueiquea 
cestim^trea au-^dessuada tijoabeou 8'appuicnat sur dem plaaa indine», 
4e sorte que cette lunettey ainsi placee sur ses supportS) peut par«« 
courir unarc de plusieursdegres dans ie plaa perpendicuiaire au linibe. 

II iaut ayaat tout verifier Vinstrumeot , c'est-ihdire a^inssDrer si V&f^ 
de rotatioB CC de la lunelte aoperieuve est horico&taVetparaU^au 
limbe, eA si Tai^e optiqiM de cette luaeUe decrit m piafi perpendi- 
culaire cet axe 4e rotationi. Pour eet efiet , Ton se ser t du mv^u NN' . 
aiwpendu a dei» croeheta parfoifteinent egaux ZZ\ qa'on adapte a 
FaM ^ rojbation \ et lorsqu'U est cale au moyen des yia du pied de 
riostrument^ cet a^ie doit se teouver horisontal. Neanmoins^ pour 
pltts de surele^ <ai retourae le niyeaa bQvt pour bout,t afia d^ voir 
ai laibuUe rentredans sea rep^ed : sll arriyait leconlraure) les^deux 
•Qiioohetsne stfatent pasteguu^ et ilfiuidrait corrij^^r k nireau moitli 
arec sa vis de tappel oioitie avec la vis du fHed q^ tficUne Taxe de 
rotation» Enfin onidispose cetaxeparaUSlement au plaa dalimbe^a 
l'aide des via des supporta et da pkid^ et on proc^daiit comme U a 
4te dift a< Fart \ yi^i pour placer hodzontalemeiit le cercle azimutal. 

II s'agit ensuite de rendre Faxe optique peppexidicukiireaVaxe de 
Totatioa f or,( c'est a quoi VoQparvient de la mani^re suivanrte. Dirigez 
la lunette superieure.sur uo pb]et eloigne; ensuite nmversea&4a de 
mauiere qpe la partio auperieure devienoe la partieinferieure. Dans 
«et etat| le bout.de Vaxe qui etait a droite se trouveraa gauche ; et si 
lorsque ia lunette est ramenee sur 1'objett Vaxe optique ne itepondl 
pas au meme point qu'avant le renversement, on fera mouvoir le 
reticnb jasqi^ oa^que llntenfistioa deaU^partage enrdeox^arfies 
egales la moitie de la deviation observee; puis Pon donnera a tout 
1'instrnment un mauTementhorizontal, pour ramener Paxe optiquc 
sur le premier poiot de mire: On renversera dfe nouveau la lunette, 
ct si cUe donne encorc lieu a une pctite deviation, ron fera !a cor- 
rection qui vlcntd^^tre indiquee. Apr6s un petitnombrc d^essais dc 
oe genre, l^axe optiquc scra rectifle: * ' ' 

Ee cercte vertical JIDIf donne les angles simples de hauteur ou 
de d^pressibn ; mai» avec une medioore exactitude. 

Maintenant, pour mesurer avec cet instrument mi angle enlra 
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deux objets terrestres, dans Phypoth^se cfue fes divisions sc lisent 6e 
droite a gauche, comme dans la figure, on met d'abord le limbe faor!^ 
afiontalement et Pun des ▼erniers a zero ; ensuite on amene la lunetter 
superieure sur Fobjet a gauche, en faisant tourner a la fois les deui: 
limbes concentriques, et Pon dirige la lunette inKrieure, qui est in- 
dependante de ce mouvement, sur unobjet quelconque pour seryir 
de repdre; puis Fon detache la lunette superieure, a&u deTamener 
»ur Tobjet a droite^ et pour lors Tarc que le vernier trace sur le 
limbe interfeur a parcouru sur le limbe ext^rieur portant la gradua-- 
tion, est la mesure de Pangle propose. On pedt repeter indefiniment 
cette mesure, en ramenant sur Vohyet a gauche la lunette supMeure, 
par un mouvement de rotation imprime au cercle, et laissant tou-^ 
jours la lunette inferieure dirigee sur le point de rep^re, ou Vy rame- 
nant en cas de deviation ; ensuite, en desserrant la lunette supc- 
rieure pour la ramener seulesur Tobjet a droite : de cettemaniere, 
Farc qu'elle aura parcouru sera la mesure du double de Tangle 
propose. En r^petant cette m^me operation^ on aura le triple, le- 
quadruple, le quintuple, etc., de cet angle; etil est visible que quoi- 
que les observDtlons ne soient pas croisees, comme avec le cercle^ 
repetiteur ordinaire, on parviendra neanmQips, apr^ un m^me 
nombre d'observations simples, au m^me degre d-exactitude^ toutes» 
cfaoses egales d^ailleurs» . 

M. Reicfaenbach rend aussi ses theodolites doublement repetiteurs^ 
comme le sont les cercles de Borda. Deux de nos plus habiles ar- 
tistes, MM. Gambey et Richer viennent de construire pour le Dep6t;. 
de la Guerre , des instrumens de cetle espece, qut nelaissent rien a 
desirer sous aucun rapport* 

De Vusage du cercle dans les dbservations astronomiques^ 

id6. Les observations azimutales se font en prenant la distancer 
angulaire entre un astre voisin de rhorizon et un ob)et terrestre. La 
methode qu^on empioie pour celte efiet, ne difi^re pas de cellepar 
laquelle on mesure un angle sur le terrain; ii est seulement a remar- 
quer, 1*. que le cercle a besoin d'etre ramene sans cesse dans le plan 
variable des objets, parce que Tastre s'eIoigne ou s'approche conti- 
nuellement de Thorizon; ^*. que Ton doit tenir compte de i'heure 
pr^cise de la fin de chaque obseryation. Cette pratique demande uner 
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grande habitode; aussi le theodoHte repetiteur est-it de bearucoup 
preferable au cercle ordioaire, en i^areille circonstance. 

Si Von observe une 6toiIe, son diametreest insensible, et se reduit 
k un point lumineux, m^me danslesplus forts teiescopes; mais la 
lumi^re de retoile et lefeu etabli arobjetterrestre,par exemple,une 
lampe a courant d^air munie d'un reflecteur paraboiique, n'etant pas 
suffisans pour eclairer le champ des lunettes de mani^re a ce qu'oa 
puisse bien distinguer les fils , si on obseryo pendant la nuit , on piace 
unfeu debougie pres de chaque objectif.Uobseryateurquiestcharge 
de pointer sur Pastre, ne le met pas exactement sous le fil yertical^ 
afin que Tautre obseryateur ait le tems de ramener sa lunette sur 
Tobjet terrestre , dans le cas ou il y aurait un petit ecart ; ensuite Tun 
d'eux compte rheure, la minute, la seconde et la fraction de seconde 
que la pendule marque a Pinstant ou Tetoile passe sous le fil. Si une 
troisi^me personne etait chargee de noter Pheure de Pobseryation^ 
celle qui pointe sur Tastre Payertirait, a Tinstant du passage sous le 
fil^ par un mot d'une seule sjllabe. 

Comme le mouyement de Fastre, par rapport au signal, est sen- 
siblement uniforme pendant de courts intervaUes de tems, comme 
deSkio minutes^ on divise Tarc parcouru, par le nombre des obsen- 
vations; et l'arc moyen qui en resulte est assez exactement la di- 
stance de Pastre au signal, pour Tinstant moyen entre ceuxde toutes 
les obseryations. 

Si on obseryait le soleil , on interposerait un yerre noir entre 1'oeil 
et Toculaire de la lunette du cercle , afin de pouyoir fixer cet astre 
sans danger; et Ton mettrait alternatiyement en contact avec le fil 
yertical son bord oriental et son bord occidental , pour eluder le 
demi-diam^tre de cet astre; ayantsoin d'ailleurs que le disque soit 
au mSmc instant diyise en deux parties egales par le fil horizontaK 
Quand on prefere obseryer le meme bord, il est essentiel d'indiquer 
celui qu'on a mis en contact ayec le fil yertical , afin de savoir si 
Tarc de distance mesure doit 6tre augmente ou diminue du demi- 
diam^tre du Soleil ; et il ne faut pas oublier que la lunette reayersant 
les objets, le bord oriental apparent est le bord occidental yrai, et: 
vice versd. 

127. S'il s'agissait de connaitre la distance d'un astre au zenit, on 
procederaitencorecomme on Ta expliquearart.iig.Ainsi, lorsque cet 
astre est eloigne du meridien, rarc parcouru par la lunette superieure, 
1. 
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divise par le norabre dea obserYatioQa, donnen , conme ^dmma, 
pour quotient uu arc mojen qui, eci egard a Fumfonnite de la 
marche de Tastre pendant de petita interrallea de tems, de 8 a 
10 mimites, par e^emple, la dtttance au xenit, pour Finstant 
mojen entre ceox de toutes les observations. En mettant Fun aprds 
l'ai7tre en contact arec le fil horizontal les borda superiear et infe^ 
rieur du SoleU, en sorte que le fil vertical passe k plus pris pos8tt>ler 
du milieu da disque de cet astre, la distance trouvee sera cette da 
centre du Soleil au zenit. 

Les observations de ce genre devant ^tre faites dans lemoins de 
tems possibie, on se contente, pour eviter des longueurs, de lire 
les arcs parcourus par la lunette superieure apr&s 4 , 6 , 8 ou 10 ob- 
servations, selon les cas. Les distances zenitales s'obtiennent tre» 
rapidcment a Faide d'un cercle a niveau fixe. 

Si ['ooobserve une etoilequi ne soit pas de premiere grandeur^oii 
evite de la mettre a rintersectiop des fils, parcequll pourrait arriver 
qu'elie fut enti^rement cachee, et qu'ette ne se trouvAt pas exacte- 
ment dansTaxe optique; mais on la place derriire le fil horizontal, 
le plus pris possible de cet axe, et SQCcessivement a droite et a 
gauche du fil vertical , par la raison donnee a 1'art» 130. 

Pendant le crepnscule, et avec de fortes Innettes, on observe 
ais^ment les etoiles de seconde grandeur; il arrive cependant quelque- 
fois qu'elles disparaissent avantd'etre enti^rement soosle fil, quand 
leur lumMre est extrdmement fiiible. Cet inconvenient a egalement 
lieu lorsque Fon pointe sur une fl^he tr^s aigue. Alors les observa* 
tions sont trop incertaines pour en tenir compte. 

Quand on observe pendant la nuit, on adapte ordinairement un 
rejlecteur F (phlll) a la lunette superieure, pour eclairer les fil» 
du cdte de rd3)ectif , afin qu'ils paraissent en noir sor un fond clair. 
Ce reflecteur est forme d'une petite plaque de metal percee elliptH 
quement, argentee, et disposee convenablement pour reflechir dans 
la lunette les ra jons de lumi^re qui proviennent de la bougie attachee 
a la fi>urchette de rinstrument. Mais il est preferable d'eclairer les 
fils par une ouverture pratiquee au milieu de la lunette, et prfe de 
laquelle se trouve interieurement le reflecteur. 

Lorsqu'un aslre est prcs du zenit, il est presqu'impossibIe de Tob- 
server directemcnt. Itens ce cas, I'on adapte a i'oculaire un verre 
prismatique, qui a la propriete de fair^ voir rasti^e dans une direc- 
tion perpendiculaire au Iknbe. 
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CHAPITRE IV. 

la correctioti d faire aux angles mesuris avec le cercTe 
repetiteur, d raison de Fexcentriciti des lunettes. 

128. QuoiQu'ON ne soit plus dans Tusage de rendre les deux lu- 
nettes excentriques, nous allons cependant chercher la formule de 
correction qui convient a ce cas general. 

Tf ous ayons deja dit que Pexcentricite d'une lunette est la distance 
de scm centre a l'axe de rotation dulimbe. Soit C£=:e(fig. 18) 
rexcentricite de la lunette superieure ; CD = e\ rexcentricite de la 
lunette inferieure; Z?la distance de Tobjet a droite; G celle de Tobjet 
a gauohe ; et supposons toujours que ies diyisions du limbe se lisent 
de gauche a droite. 

Lors de la premiere observation d^un angle entre deux objets 
jS, la lunette superieure^fixi^e sur zero, a la position ^JS^et la 
lunette inferieure est dirigee suivant BD. Pour &ire la deuxieme 
observation conjuguee^ on amSne cette lunette inferieure sur Fobjet 
a droite, en faisant toumer tout rinstrument sur son axe; et Ton 
dirige la lunette superieure, rendue libre, sur Tobjet a gauche,exi 
sorte qu'elle prend la position BlE'. Or, il est visible que cetle ln- 
nette , a la fin de la seconde observation, a decrit une quantite angu-- 
laire egale a la somme des angles ECEf^ DCD\ 

Cda pose, si on designe par x Tangle cherche BCA^ et par m 
Farc parcouru sur le limbe, la mesure de Tangle DC^seva, 

^ = ^Cfi -f- + « ; 

dle sera encore 

y=:BCE^+^Cn^---x + m; 
inais vu la petitesse dea angles ou des parallaxes ct^ ^y^\ 
^CE = loo' — a = 100«^ — 
BCD ^ ioo-^i8»3 100 — ^ - ' ' ' 



17^ 



TRAFrt DE G^ODl^aiEw 
BCE' = loo — /3' = loo ~ 

^Ciy=: lOO — = lOO — 



amsi, apres aYoir egale les deux valeurs de simplifie et redoit eo 
secondes (art 91), on aura, pour la correctioa cherchee^ 



laquelle s'ajoutera a Tangle donne immediatement par rinstroment, 
pour avoir le veritable angle de position ^CB. 

Celte formule, qui est generale, nous apprend, i\ que si les deux 
excentricites sont egaleset opposees, comme danslaplancbellljd 
correction est nulle ; a''. que si les deux excentricites sont egales et du 
tneme cole, cette correclion est, abstraction &ite du signe, double 
de celle qui a lieu Quand la lunette superieure n'est point excen- 
trique. 

II faut pourtant prevenir qu'il est trds rare que Von soit oblige de 
corrigerles angles mesures, de rexceniricit^deslunettesjparce que 
cette correction est d'autant plus petite, que les c6tes des trian^es 
sont plus grands. M. Delambre, qui n'a donne cette correction que 
pour le cas ou ^ = o, Fa reduite en table, en supposant successi- 
vement = — 16, = — 18,=:=: — ao lignes {voye:^ a ce sujet la 
page loa de la Base du Systeme jnetrique decimal, tom. I). 

Quant aux distances zenitales , elles ne sont point aflectees de 
FefFet de Fexcentricite de la lunette superieure, comme nous Pavons 
deja fait remarquer (art. 130). Mais ces distances pourraient, malgre 
tout, pecher par defaut, d'une quantite constante sans qu'on s'en 
apergut. (-r^^troTz.jp^j^^zVlf.^tom. I, pag.5a7). Cela arriverait in&iUi- 
blement si la lunette sup^rieure etait decentree , c'est-a-dire si Tan- 
neau qui la retient a Faxe du limbe, avait un petit jeu a Tegard de cet 
axe. Cette erreur du centrage ne peut avoir lieu dansle& cerclesde 
Reichenbachj parce que, d'une part , Taxe dont il s'agit est conique , 
et que de Tautrc , la lunette se trouve toujours en contact immediat 
avec cet axe , par reflet d'un petit ressort qui tend sana cesse a la 
faire avancer vers le plus gros bout. 

Faisons voir, parun exemple numerique , Teflet peu sensible de 
Fexcentricite de nop cerclesy aQtucb ^ ^t $uppo$pns pour cela, ^ = o, 
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sin i 
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e'^— aoligncs = — o*,o45a, D =i a^ooo*, G = a5ooo*} la for- 
mule ci-desdus se reduira a 



dela 



ACfiin I*' 



log ^ = 8, 5541 
' clogsin i'' '= 5, 8059 

"^TsSo 4,i58o 

c.log Z? = 5, 6198 c.log G = 5, 6oai 

log terme = 9.7778 log a* terme = 9.760]. 
1« terme, + o'',5995 
a^ terme, — o ,5766 

Correction + o'',oa39. 

Ainsi, la correction d'excentricite serait, dans ce cas, de o%oa de 
la division centesimaie , et sans doute bien au-dessous de rerreur de 
robseryation. 

* II est fecile de reconnaitre que Feflfet de rexcentricite des deux 
lunettes sur les trois angles d'un triangle se reduit a zero ^ car,^» 
designant par a, & , c les c6tes d'un triangle, Tefiet de Fexcentricite 
sur chacun de ses angles sera 

pour Tangle 
pour Fangle By 





e—e^ 


ac 




e— e' 


e~e' 


aa 


ac ' 


e~/ 


e^e' 



ponr 1'angle C, ijyi — t^j .r 



d'<m Fon yoit que ces trois yaleurs etant reunies, se r^duisent a 
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CHAPITRE V. 

De la reducfion des angles cT un plan A im csutreplan. 

Riduction d Phorizon. 

lag. QuAND les angles de posUiOB ne sont pas situes dans le plaa 
horizontal mene par le lieu de rd[>senrateur, et que les lunettes de 
rinstrument dont on se sert restent constammeBt paralleles au limbey 
oomme dans les ceroles repetiteurs, ces angles de position doivent 
dtre reduits a Phorison de leurs aommets respectifi. Les elemens de 
cette rodnction sont, pour chaque angle, les distanoes s^nitales des 
deux objets observes. 

Soit z (fig. 19) le zenit de robserrateur, qui du point C a obserye 
P&*gle BC^ incline a Fhorizon B^C-n/^.Cet angle aura, pourpro- 
jection horizohtale, Tangte ffC^ qu^il s'agit de trouver, et qui est 
forme par les plans verticaux ACA\ BCB^ dans lesquels sont si-* 
tues respectivement lessignaux^^', ^5'. Mais Pangle -BTC^' est 
le m^me que Tangle spherique z du triangle zdb forme par trois arcs 
de grand cercle, dont VxxiLza est la distancean senit de robjet^; 
Fautre zi, la distance au zenit de i'ob)et et le troisi^me ahj la 
mesure de Tangle Dbserve~i7C^. Donc, 8i /, wot les distances 
au zenit connues za, zb^ et que Csoit Tangle de position^C^, oa 
ooaiMittra les nrois cet^ du Iriangle spherique abt; ainsi, en 8econ<- 
formant a la notation actuelle, Tanglez sera donne par la formule de 
Tart. 74 , savoir : 

v /-Ki-»Ki-0 

5 designant la sonmie des trois c6les C, cT, «T', et le rajon des tables 
etant egai a runite. 
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Seient 

angle de position, Cs= 65',456 
dist. zenitale de , «T =s 86 ,a 5o 
dist. zenitaiede B yJ''^^ 85 ,4oo 
on aura somme 
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,j sofiHfite 



s = 237 ,106 
^ = 118,553 
J^s= 86,25o 



ii8',555, 
cfr^ 85,4oo, 



32 ,3p3j 

ct l'operation , par les logarithmes , sera 
log sin — cT) =r log sin 32S3o3 ... 9,6865639 

fogsin(^ — c^^rsslogsin 35 ,i53 . . . 9,6968322 ^ 

compl. log sin <r 0,0102096 

compL log siucT' . . • . . 0,0115224 

log sin 7 z i9y4o5i28o 

moitie, ou log sin 7 z 9,70256^0 = 55^,6593; 

ainsi, la projection de T^fflgle C, ou cet angle reduit a Fhorizon 
= 67^,2784. 

II est bien rare que les distances au zenit soient aussi petites que 
dans Texemple ci-dessus^ et si elles ne difieraient de Tangle droit 
qu,e de 2 ou 3 grades, la formure precedente deTiendrait trop pcniUe 
a calculer, pour avoir avec exactitude la projeclion de Tangle oIh 
serve. II vaut mieux alors chercher la reduction, qui n'est que de 
quelques secondes.Cette reduction s'obtient par la formule swppte: 



K = (100«^ • 



y .tang f C sin 1" ~ .cdt i C.sin 1'^, 



qui n'est autre que celle (2') de Tart. 96, dans laquelle on a mis 
loo' — pour flt, et loo' — pour /3. 

Supposons qu'un angle observ^ ait pour valeur C = 56^,9652, 
et qu'il soit compris entre deux objets dont les distances z^nitale» 
soient 

/ = -98',253o 
^'== 99>^525 



on aura 



cf cT' = 197 ,3o55 
iT — . o ,7995} 
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loor - ^ = 1,5478« = p, o,39»7« = q. ' 

1*^ termepositif. ii* terme nigatif. 

log sin 1^' = 4,ig6is 4,19612 

alog p = 8,25886 alog q = 7,20347 

log tang i C = 9,681 1 1 log cot ^ C= 0,51889 

+ 2,i36o9= i56'\85 — 1,71848 = B^^^jSo; 

— 52 ,3o 



reduction.. + 84,55 

angle de position-. . . • 56^,9662 ,00 

anglereduitarhorizon, 50^,9736,53. 

Le calcul de cette reduction 8'abr^ge beaucoup au moyen des 
tables I et II, qui se trouvent a la fin de cet ouvrage. La premi^re 
a pour argument Pangle observe, c*est-a-dire le nombre qui sert 
pour entrer dans cette table, et vis-a-Vis duquel on trouve un des 
facteurs des termes de la reduction. La seconde table a pour argu- 
ment 200^ — (J^-f - S^) o\x — cT', et donne les autres facteurs des 
termes dont il s'agit. 

Far exemple, avec Tangle obserye, qu'on vient de reduire,les 
colonnes de la table I, intitulees tangentes et cotangentes donneat 

4-3o^54, —132^71; 

et avec les angles 200^ ~ et iT' la table II donne les deux 

autres facteurs . 

4,48, 0,594; 

Diulti^ant respectivement par ceux-ci les deux precedens, les deux 
termes de la reduction seront 

4-156^82, -62^29; 

reunissant ces deux produits, qui sont toujours de signes contraires, 
onaura, comme ci-dessus, pourla reduction totale, +84'^,53. 

Nous avons donne des tables toutes semblables, calculees dans le 
syst^me sexagesimal; elles sont extraites de Pouvrage de M. Delambre. 
Lorsqu'on voudra en faire usage , et qu 'on aura observe un angle 
avec un cercle diyise en gradcs, on reduira cette angle en degres , 
ainsi qu'ii suit: 
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parrapportaO"', 

L*angle O"' etant oense achever le tour de Phorizon, la reduction 
quiluiconvientdoit^tre egale a la eommede toutes les autres reduc- 
tions prises arec un signe contraire. Pour le prouver, soient £, c',*", 
les reductions correspondantes des angles O, O', O", O'"; onaura . 

teo+€, c'z=^o[rh^y a'=a'+^'y a"=iO'"+^", 

tfou 

Or, par hypolh^se, les angles C, C'..., aussi bien que les angles O, O'.- 
font un tour d'horizon; donc Tequation precedente ne peut subsister, 
a moins qu'on n'ait 

donc, 

€'''= — (€ 4- fi' 4-0- 

Enfin, quand mSme les plans des angles O', a*. . . seraient difie- 
remment inclines a ITiorizon, les elemensj^ et r pourront seuls etre 
«mployes, pourvu que Tangle O soit horizontal; mais avant de laire 
usage de la methode stctuelle, il faudra reduire a rhorizon lea 
angles O', O'.. . . Au surplus, quand les objets sont fort pres de 
rhorizon de Pobservateur, ainsi qu'il arrive toujours dans les trian- 
gulations du premier ordre, ii est indifferent de reduire d'abord a 
rhorizon Tangle observe, ou de le reduire au j>entre<de la station 
pour le ramener ensuite au plan horizontal. 

i54. Nous avons deja .indique la maniere d'obtenir Fangle de 
direction; cependant il est utile ici de £ur« connaitre plus particu*- 
lierementle procede.que Ton suitdans cette circonstance.On detache 
la lunette superieure pour la diriger sur le centre de la station , en 
fixantdeux points marques sur le haut du tube, Tun pres de Pocu* 
laire, Tautre pres de Fobjectif; mais la vis du reticule et celle de la 
. petite piece cylindrique qui entraine le verre objectif, ont ordi- 
nairement assez de saillie au-dessus du tube, pour servir de points 
de mire. 

Supposons, pour fixer les.idees, que cette lunette, au moment du 

1. 2l4 
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depart, marqqe 975i',2, etqu'arrivee dansla directioD du centrft, 

apres avoir m^rche de gauche a droite, c'est-i-dire suivant Tordre 



des divisioas du liinbe, elle marque ibo^S^^Sa 

Qu'au Biojen d'un second mouvement donne a la 

m4me lunette, en la ramenant sw ie centre de la sUb- 

tion, elle reponde a ioo45 ,&8 

Qu'apres un troisieme essai tout semblable, elie 

matqae. ^ . . . . . . • ioo45 ^5o 

Prenant le tiers de la somme dc ces trois quantites, 

on aura ioo45 ,3o 

De ce nombre, retranchant celui dn poinl de d^part, 97^1 ,ao 

La difFerence sera l'angle de direction^ anflg^Sio. 



II fautbien prendre garde, a chacun de ces eosais^que l'instrument 
ne se derange : on s'assure qu'il a garde sa position primilive, 
lorsqueFaxe optique de la hmetteest rest^dans la direction deTob* 
jeta droite: s'il s'en etait ecarte, il feudrait Tj ramener en tovmant 
la vis du tambour, ct diriger de nouveau la lunelte superieure sur 
le centre de la station. Quelqu'attenlion que Ton prenne pour avoir 
la mesure exacte de Tangle de direction, il reste tonjours a cet egard 
une petite incertitude, mais elle n'est d'ailleurs d'auGuae consequence. 
II n'en est pas de meme de la mesure de la distaoce du centre de 
rinstrument a Taxe du signal : celle-ci doit ^tre prise avec beaucoup 
de soin, et Ton peut se servir a cet efiet d'un cordeaa que Ton dirige 
dans le aens de la Umette superieure dont Taxe repood au eentre de 
la station. 

i55. Nous ferons remarquer en outre que si la luaette sup^Sridurtt 
etait excentrique, il faudrait^ a la rigueur, faire une correction a 
Tanglede direction observe; mafs les cercles actuels en dispensent. 

Pnsons maintenant au calcnl de la reduction au centre, et pour 
cela donnons a Tequation (1) la forme 

en faisant £ sss C — O. 

8oit Fangle dc position O = 48*^,766, 
Fangle de direction y — 294,1 , 

la distance aa cenftro r =cr Sv^?» 
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la distance a rpbjet de droite D = ^7538", 
celie a Tobjet ^ gaucbe G m 9e345. 

terme de la correction. n* terme. 

c.Iog sini* 5,8o388 

log r o,5i28a 

+ 6,51670 — 6,51670 

log.sin(04-J^)— 9,89510 log.sinj^.,. — 9^99807 
c.\o%D 5,76637 c.logG 5,6gi54 

— 9a%483 — 1,96607 + ioi\465 + a,oo65i 

premi^re partie. . • • — 92 ,485 ' 

reduction + 8 ,982 

angle observe 48^,7660, 

angle reduit au centre 48 ,7668 ,982. 

Ce calcul suppose que les distancesa Tobjet de droite et a celui de 
gauche sont connues, du moins par a^roximation. Ces distances 
peuvent se prendre sur le canevas trigonometrique dresse d'apr£s 
une echelle, et sur lequel les angles construits a Taide d^un rappor-* 
teur representent ceux de position; ce quicst suSisamment exact. 
Mais on evite cette construction preliminaire en resolvant tous les 
triangles supposes rectiiignes, comme si les observations avaient 
ete fidtes aux sonunets mSmes, apres avoir toutefois reduita aoo' 
la somme des trois angles de chaque triangle (art. 100 )• Ce calcul^ 
dans lequel on peut n'emplojer que les logarithmesa 5 decimales^ 
sWectue avec beaucoup de promptitude {voyez la r^olution des 
triangles). 

La reduction au centre s'obtient aussi a Taide d^un seul terme ; 
en efiet, laformule prec6dente pouvant s'ecrire ainsi: 

et le triangle ABC ( % ai) donnant 

ona, a cause de Oss C, du moins a peude chose pres, 
etparsuite 
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Q Q rsin^.siii(0+^) — rsinj^smC^+O) 

puis deyeloppant et reduisant en secondes, 

_ r sin O .sin {A — 

Quoique cette formule soit moios rigoureuse que celle doDt elle 
d^rive, elle est cependant d'une exactitude sufflsante» II &utbien 
remarquer que le sommet de Tangle ^ est Tobjet a droite, II est bien 
rare qu'on se trouve dans la necessite d'en faire usage. 

Centres inmibles des tours d hases circulaires. 

i36. Lorsqu'on observe au dehors ou au dedans des clochers, 
des tours, etc. , leurs centres sont souvent invisibles ou inaccessibles. 
Voici les mojens les plus simples pour lever cet obstacle. 

Si Fon estplace en O , exterieurement a la tour circulaire TzT' 
(fig. 2i3),on m^nera lestangentes Or, OT^ sur lesquelles on pren- 
dra deux distances egales et arbitraires Ox, Ox\ de manidrecepen- 
dant que la ligne xx' soit le plus pr^s possible de la tour dont C est 
le centre : on fera ^/n=»x'm, et Om sera ^videmment dans la di- 
rection de ce centre. On mesureret alors Tangle COB et a la 
distance Oz on ajoutera le rayon Cz pour avoir CO = r. 

S'il etait impossible de mesurer le rajon ou la circonference du 
cercle TzT\ onmesurerait Tune des tangentes Or, par exemple, et 
Von »urait 

Oz=f. 

puisque toute tangente au cercle est mo jenne proportionnelle entre 
la secante enti^re et sa partie exterieure, Le reste de Toperation 
n'a maintenant aucune difficulle. 

II est a propos de remarquer que Fon a plus simplement Tanglc^ ou 

COB == '^^^ "^?^ : ainsi, Ton fera coincider d'abord Taxc de la 

lunette superieure avecla tangente OT, ensuite avecla tangente OVj 
etTon tiendracompte, chaque fois, du nonibre de degres marque 
par cette lunette, qui doit toujours marcher dans le sens de la 
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graduation : onoperera ensuite comme dans Tart. i54, pour trouyer 
chacun des angles TOB^ r'05,dontIa demi-somme = j. 

Lorsque Ton sera place dans l'interieur d'une tour circulaire, on 
fera en sorte que le centre de rinstrument soit sur le milieu de la 
corde qui passe par ce point ; et la perpendiculaire a cette corde sera 
la direction du centre de la tour. Tous ces procedes sont si simples, 
qu'ii est inutile d'insister sur leur deyeloppement. 

Centres inpisibles des tours d hases polygonalesw 

Si Ton etait en dehorsde la tour rectangulaire Z?2?' (fig. aS), en 
OparexempIe,et que de ce point Ton put voir iesextremites de Tune 
dcs diagonales ZJZX, dd^, on aurait Tangle de direction COB = jy par 
la methode suivante : 

On menera une droite parallele a DD'y en partageant en parties 
proportionnelles les c6tes ODj ODf du triangle ODD% et le milieu 
de cette paralldle sera sur la direction OC. 

Autrement, on mesurera exactement la droite Op perpendiculairc 
a dD\ ainsi que la partie /^m comprise entre Op et la perpendicu- 
laire Cm imaginee abaissee du centre de la tour sur le c6te d'D. 
Conmie Cm est cense connu, on aura mq par la proportion ^ 



Ainsi la droite O^, dont la direction est maintenant determinee, 
passera necessairement par le centre C; on mesurera donc Og, et 
ron aura 



seront connus. 

II est visible que ce dernier procede est general pour tous les 
polygones reguliers, soit que Ton soit place dans nnterieur , soit que 
ron se trouve au dehors : toute la difficulte consiste, lorsque le 
ccntre est inaccessible , a determiner rapotheme Cm du poljgone qui 
rentoure, et c'est ce que la Geometrie enseigne {voyezMxxssi sur cet 
objet le Memoire de M. Delambre sur la determination d^un arc 
du meridien ). 



Cw+ Op : pm :: Cm : mq^. 




1 



igo TRAIT^ DE G^OOSSIE. 

Cependant s^ilanivait que ron ne put mener la peq;>encIicQlaire Op^ 
on tirerait la droite Om^ et Ton deyerait kDp une perpendiculaire 
yers le milieu de pm. La partie de cette perpendiculaire comprise 
dans le triangle COm sera facile a determiner par la theorie des 
lignes proportionnelles 3 on aura donc la direction du rajon OC, et 
ce mojen est aussi general que le precedent. 

II est evident que tout ce qui vient d'£tre dit relativement aux 
tours rondes ou poljgonales, s'applique mot pour mot aux poutres 
yerticales qui peuyent embarrasser ceotre de la station. 

Les signaux temporaire^ , construits comme on Ta dit a Fart. 1 la^ 
dispensent de cette reduction, qui est presque toujours une source 
d^erreurs , quand les elemens n'en sont pas bien connus. 
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CHAPITRE yil. 



De la reduction au centre du signal obsen^dj, oudela phase 

des siffTiaux. 

i38. LoRSQUE les signaux sont ^claires obliquement par rapport 
a Pobsenrateur, et qu'ils ne se terminentpas eu pointe,les anglesob- 
serves ont besoin d'une correction ; parce que si le signal abcd (fig. 24) 
a pour base un rectangle, par exemple, et que ab, dont lapositioa 
^est connue par rapport aux stations environnantes, eu soit la Bice 
eclairee^ le rayon visuel O^, dlrig6 exactement sur le milieu de 
cette fece, ne passera pas par le centre M du signal, si ab n'cst pas 
perpendiculaire a ^O, et la corrcction additiye ou soustractive 
sera egale a Fangle ^OM. 

Or, %mAOM=^ ; 

et le (riangle obUqiiaiigle ^OJkf domiant -rfO = {amo+^a 5M)^ 
ou a, en substituant et developpant, 

^smAMO 
tang^0itf=3:-ii5^j =tang x; 

puis reduisant en serie (art. gS) , ii vient 

_ /AM\sinAMO /^My ^inf^AMO) 

ou simplement 

/ AM\s\nAMO 

^ — \Om) 8ini"^^ 

ce qui est toupurs suffisanl. 

Des deux angles BOA^ B^OA observes, Fun doit ctre augmente 
de Tautre doit en etre duniaue; cela est evident. 
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On voit bien a quoi serait egal rangle-^'OJf , si Fon ayait observe 
la face hd, 

Pour plus d'exactitude, il faudrait en outre degager Tangle^OJf 
d'une tres petite correction due a une illusion optique qui resulte 
de ce que le rayon visuel dirige du point O sur le milieu apparent 
de la face ah^ ne repond pas toujours exactement a son yrai milieu, 
ainsi qu'il est aise de s'en convaincre; mais cette correction peut 
"toujours se negliger, parce qu'elle tombe au-dessous de Terreur de 
Tobservation, sur-tout quand les cotes des triangles sont fort grands. 

i3g. Quand le signal est une tour ronde dont le centre est de mSme 
invisible,la cbrrection est un peu plus longue a calculer, parce qu^il 
faut avoir recours a robservation du Soleil. 

Soit, dans cette circonstance, C<9(fig. fl5) le vertical du Soleil, au 
moment de Tobservation, c'est-a-dire Tintersection ^u plan horf- 
zontal AMB avec le plan vertical dans lequel se trouve le centre dir 
Soleil. JI£9sera Tazimut de cet astre, compte depuismidi. Le demi- 
cercle ASB sera entierement eclaire, parce que les deux rayons 
lumineux qui sont tangens a la circonference de la tour, peuvent etre 
consideres comme paralleles. 

Je feis MCO = MQ = MS = 2, et je mtee DE perpendi- 
"c^aire a OC. 

Le demi-cercle Du4QE est celui qui se presente a Fobservateur, 
suppose fort eloigne de C; mais Farc ^D etant prive de lumiere ,^ 
robservateiir ne verra de bien distinct que la partie ^QME. 
J'abaisse perpendiculaire a DE^ alors EF sera la projection 
orthogonale de Tarc visible, qui paraitra par consequent comme la 
droite FE^ et la ligne Oqc sera le rayon visuel que Tobservateur 
dirigera sur le milieu apparent de Farc visible ^QME^ aihsi Ton 

aura Cfc = — . 

La ligne i^est plus petite quo le diametre Z?£, de la quantite 

DF = mais ^F^ CD.sin AD^ a cause du triangle rec- 
tangle -^i^C; par consequent 

D'aiUeur8, = QS, comme complement Tua et Tautre de 
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Soit propose de convertir en degres sexagesimaux 



Fangle de ioi',6695o 

on retranche le diid^me lo ,166950 

on a pour reste en degres et decimales 9i%5o255o 

multipliant la fraction par 60, on obtient 91 ,3o',i55 

multipliant encore la fraction decimale par 60^ il 

vient enfin en degres, minutes, etc. • . . * 9i*5o'9",i8. 



S'il s'agis8aitde resoudre le probleme inverse, on s'y prendrait de 
la maniere suivante. Pour convertir en grades, par exemple, Fangle 
de 91^30' 9^,18, on r^duit les secondes en fraclions decimales de 
minutes, en divisant 9",i8 par 60, et il vient . . . 9i'3o',i53; 
on reduit les minutes en fraction decimale de degres, 

en divisant de m6me par 60, et Ton trouve 9i%5o255 

on ajoute le neuvi^me 10 ,16695 

et Fon a en grades ioi',6695o 

Ces deux r^gles sont evidemment fondees sur ce que le grade est aa 
degre dans ie rapport de 10 a 9. 

Lorsque les distances zenitales doivent ^tre employees , comme 
dans Texemple precedent, pour reduire les angles a rhorizon, il est 
necessaire qu'elles soient observees avant, ou immediatement apres 
ces derniers, afin qu'elles se rapportent autant que possible aux 
memes circonstances atmospheriques ^ quoiqu'une erreur de plu*- 
sieurs secondes soit a cet egard de peu de consequence. 

On congoit aisement que lorsque les trois angles d'un triangle son 
reduits a rhorizon, ils representent ceux d'un triangle spheriqui 
dont les c6tes sont compris entre les verticales des trois signau:i 
observes, si toutefois ies observations ont ^te faites dans Taxe mSm< 
de ces signaux : autrement il faudrait reduire les angles horizontaus 
aux centres des stations , afin qu'ils jouissent de celte propriete; 
c'est ce que nous enseignerons bientot. 

Reduction des ajigles horizontaux aux angles des cordes. 

i5o. II est des geomdtres qui, a 1'exemple de M. Delambre, re- 
duisent les (riangles spheriques aux triangles rectilignes form^s par 
les trois cordes, et determinent, par le moyen de ceux-ci, les di- 
stances respectives des objets. Cette methode, qui a tout le degre 

I. 25 
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d'exactitiide queVonpeut desirer, exige queron reddse d^abord les 
angles horizontaux aux angles des cordes, et que Ton substitue en* 
suite a la liffrie geodesique, prise pour base , la distance rectiligne 
quijoint ses extremites (art, 108). De ces deux problenies , le premier 
eet lc seui qui nous interesse pour le moment, et se trouveresolu 
a Fart. 64 : car soit le triangle spherique ABC (fig. 20) qull faille 
reduire au trianglc rcctiligne A'B^C b, c sont les cotes du 
premier, opposes aux angles J?, C, et a\ b\ c/Ies c6tes du second^ 
opposes aux angles B\ Cj que du point C, comme centre, on 
decrive avec un rayon = 1 , les arcs z'a' , z'/3', «'j8', et qu'on mene 
aux arcs a les tangentes ou les horizontales CT, CT^\ Pangle de 
depression TCB, forrae par une corde et une tangente, aura pour 
mesure 7 a, ou la moitie de Tarc connu -^C. De m^me Tangle de 
depression TC^ sera = 76. 

Cela pose, Tarc 2'j8' = 100' — ^a, Tarc z'flt' = loo* — \b^ etTangle 
horizontal TCV est donne; ainsi dans letriangle spherique z'*'i8', 
on connaitra deux c6tes et Tangle compris : reste donc a trouver le 
troisieme c6te a'j8', ou Tangle C qui est rangle horizontal reduit a 
Tangle des cordes. Mais sansfaire usage de la formule de Tart. 64, 
laquelle serait d'ailleurs peu propre a donner Tangle cherche avec 
precision, vu la petilesse de a et de 6, il est clair que la question a 
resoudre est precisement Tinverse dc la precedente. Si ^onc on de- 
note par oi la reduction cherchee, et par C Tangle horizontal connu, 

onaura(art. 96), et a cause de ~ a= — /3 = 

« ~ — tang i C sin x" + \ cot i Csin 1", 

formule dans laquelle a et & sont toujours de mSme signe. Pour eiv 
iaire rapplication, il faut commencer par calculer approximative- 
ment les cotes des triangles consideres comme rectilignes, en sup- 
posant que les observations ont ete faites aux centres des signaux,^ 
ensuite convertir les c6tes a et i en minutes centesimales. 

Si, pour se conformer aux notations ulterieures, on designe a 
par AT, et b par K\ et qu'on represente par G la longueur du grade 
xno jen pour le lieu ou Pon opere j ces arcs seront convertis en minute» 
centesimales, par cesformules 

ioo\A' 1CO\/l' 
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Mais cette canTersion , pour l'objt*t qu*ou se propose, t>era sufli^ 
samment exacte en supposant laTerre ftph^ique, tt par cousequeiii; 
G de looooo metres; doncalors 

— JL 

Supposons , par exemple , JC = a4 1 1 o*, 

^' = 25930- 

etangle observe reduitaThorizon, ou C=68^,o35%6; 
on aura 

^=34',ll, (?'=:a5V93; 

etporsuite 

J ou P = ia\o5 
^ ou 2^= 12, 96 

P + P' = 25 ,01 
P — jP'» 0,91. 

Maintenant avec les nombres P + P\ P — P', on trouvera dans 

la table II, les facteurs o ,o5g, 0,000 

avec rangle horizontal 68',o3 . • . on 
trouvera dans la table let aux colonnes 

intitulees tang^, cot, . . . • , — Zi^yGZ + io^\S5; 

multipKant ces quantites par ordre, on 
aura, pour le premier et le deuxi^me 

terme de la redaction . i^^yiy -|- 0^,00. 

Or, Fangle horizonlal ....... C= 68'yo55^,6o 

donc , Tangle reddt au plan des cordes, 

ou C= 68^,0333,13. 

M. Delambre a fait des applications de cette methode dans le 
calcul des triangles de la meridienne. Nous reviendrons sur ce 
sujet; cependant nous ferons observer, pour le moment, que reva- 
luation des arcs en minutes se forait avec plus dc precisiou, si Ton 
connaissait leur yeritable rayon de courbure; mais, dans rignorance 
ou Ton est a cet egard, il convient de prendre le degre de ia sphere 
dont la surface s'ecarte peu de celle de la Terre, dans le lieu de 
robeeryation. Or ^ on yerra par la suite , qpie le degre mojen caasir 
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der^ comme la 36o* partie de ia circonference entiere, est , en Francc^ 

de 5701 5' = I?j en sorte que le rayon de la Terre exprime en meme 

mesure, ou / = tt = 5,i4i59a etant le rapport de la demi- 

circonference au rayon. II est clair que Ton a aossi /= ^^^, puisqu^ 
les arcs sembiables sont proportionnels a leurs rajons» 

Partant, log . rayon en toises = 6,5i4i 1 1 7 
ajoutant le logarithme constant 0,3898300 

on a log . ra jon en m^tres = 6,80393 1 7 j 

resultat qui diflere peu de celui-ci 6,8o388oi , que I'on frouve en 
considerant ie quart du meridien spherique de dix millions de metres. 

Reduction d'un angle pris dans un plan d un autre plan incline 

d rhorizon. 

i3i. Le centre de rinstniment et le point de mire n'etant pas 
ordinairement les memes dans chaque station, c'est cc qdi est, en 
partie, cause que les trois angles d'un triangle rectiligne diff&rent de 
deux angles droits. Si donc I'on ramenait au plan des trois centres 
des stations, les angles observes entre les sommets des signaux, ces 
angles ainsi corriges serviraient a £iire juger du degre d^exactitude 
des observations ; mais la reduction dont il s'agit pourrait aussi faire 
connahre refiet de la refraction terrestre sur les angles observes. 

Soient deux signaux BB' ( fig. 19) observes du signal zC. Si 
C, a', V sont les centrea des stations, et que Ton ait releve Tangle 
udfCB = C'y Fangle a' C V sera dans le plan des stations, et Texc^ 
de Fangle horizontai sur Tangle observe sera, d'apr^s rart.969 

x=jo* tang^ c — j^cotjc (1). 

L'angle a'CV etant tres peu different de ^CJ?, on aura de mSme 

x' = tang 1 c — g'* cot ^ c (3) , 

designant aussi Texces de Fangle horizontal sur 1'angle a'Cb\ 
Maintenant il est evident que puisque ACB+^ = afCb'+ x', onft 

a'Cb'^^CB=X'--x'i 

ainsi, les equations (1) et (3) etant soustraites Tone de Fantre, U 
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Viendra , ponr Fexpression de la difierence cherchee, 

X— x'=Cp*— tang i c— cot^ c (5). 

Mais si les angles sous lesquels on voit du point Cles hauteurs^a', 
J56'sont representes par J^Hy S^H'^ les hauteurs angulaires des points 
de mire et J? au-dessus de lliorizon etant toujours designees 
par J7, H\ on aura, par rapport aux hauteurs des points de sta- 
tion a% 6', 

D'ailleurs 

et si Ton fait attention que 

Tequation (3) deyiendra, en reduisant en secondes, 

^ X' = i (^^^) IH+H'-^, {JH + ^H')-\ tang 1 c, 

Cette formule, comme nous rayons deja dit, peutservir a evaluelr 
Fefiet de la refraction siu* Tangle observe, et cela en y mettant 
pour J^Het JH' la valeur de cette refraction determinee d priori 
par une methode que hous exposerons a la fin de ce livre. Nous 
ne donnerons aucun exemple numerique a ce sujet. 
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CHAPITRE VI. 



De la reduction des angles au centre de la stalion. 



Centres visibles et accessibles. 



1 53. 1 OUTES les fois que ron observe au centre m^me de la station, 
on a immediatement les angles sous lesquels on voit de ce point les 
distances qui joignent les extremites des signaux ; mais il arriye sou- 
vent que Tinstrument ne peut 6tre place que hors de Paxe du signal 
pris pour centre de la slation : dans ce cas, il est necessaire dy 
reduire les angles observes. 

Soit C(fig. 2i) le centre de la station, et O celui de Pinstrumenr^ 
ou ie sommet de Tangle obserye AOB. On defflande la mesure de 
Fangle u^CB qui est la reduction du premier. 

Faisons les donnees 

^OB = Oy BOC^y, CO = r, 5C=G, AC^D, 

et Tangle inconnu ACB=^C. 

Puisque Tangle exterieur d'un triangle est egal ala somme desdeux 
interieurs opposes, on a, par rapport au triangle LdO^ 



mais les angles Cu^O, CBO etant toujours fort petits, leurs arcs 



AIB=0+lAOy 

et par rapport au triangle 5JC, 

u^IB=C+CBO. 



^galant ces deux yaleurs , on oblient 



C=0+L40 — CB0. 

D'un autre cdte Ton a 
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peuvent 4tre pris poor leurs sinus; donc la reduction en secondes est 

C-O^ ^-y t^^ -P^ (i). 

D smi Gaini ^ ^ 

L'usage de la formule precedente ne peut, dans aucun cas, ^trc 
embarrassant, pourvu quc Pon ait egard aux signes de sin (O +y) 
etde sinjK; ^^insi le premier terme de la correction sera positif si 
Tangle O+y est compris entre o et aoo», et il deyiendra negatif, 
8'il surpasse 200^ j le contraire aura lieu dans les mSmes circonstances^ 
pour le second terme qui depend de Vajigle de direction y. 

II est remarquable que D est la distance de Tobjet a droite, et Q 
la distance de Tobjet a gauche. Quant a Tangle jk? Cest toujours celui 
80US lequel paraissent le centre de la station et Tobjet a gauche ; ainsi, 
quand on a mesure Tangle AOB^ la lunette superieure est dirigee 
sur Tobjet a gauchel?, et 1'inferieure sur Tobjet a droite A\ alors 
celle-ci restant fixe sur^, si Ton fait mouvoir la lunetle superieure 
dans le sens de la graduation , jusqu'a ce que son axe reponde au 
point C, Tarc qu'elle aura parcouru sur le limbe sera la mesure de 
Tangley, qui doit toujoors se compter suivant Tordre des divisions 
de rinstrument, et dont la valeur peut aller depuis o jusqu'a 400^. 

Nous supposons ici que la graduation est numerotee de gauche 
a droite; mais si elle Tetait de droite a gauche, conune sur les 
cerdes allemands, il faudrait changer 27 en G, et reciproquement, 
dans la formule (1); parce qu'aIors^ serait Tangle entre Tobjet de 
droite et le centre de la station. On pourrait aussi , sans operer ce 
changement, se borner a prendre pour jk son supplement a quatre 
angles droits, diminue de Tangle O. 

La formule (1) se reduit a un seul terme, lorsque rone des di- 
stances Z), G est comme infiniment grande par rapport a t\ ainsi, 
fieton que AouB sera le centre d'un astre , on aura simplement 

C-0 = --.^^.,ou C-0=^^i^^\ 

Gsin 1 ' D sin 

De plus, on aurait C — = o, siAetB etaient deux objets 
celestes, ou bien si A etant un astre et B un objet terrestre, le 
centre O du lieu de Tobservation etait en meme tems dans la direo- 
tion G, etvice versd, auquel cas = o, o\xy = — O. 



i84 TRAITIS DE G^OD^SIE. 

Mais sans supposer infiDie aucune distance Dy Gy on peut encore 
avoir C — O = alors 

d'un autre cdte, dans le triangle ^BCy on a 

sin j4 _ sin j4 G ^ 

flin B 8in + C) 5' 

donc^ a cause de C= O, par hypotbfee, on conclut 



tfin (C + jf) sin (^-f- C) ' 

dereloppant les denominateurs, il vient 



ou bien 
donc 



tin sin^ 

«in Ccosy + cos 6' sinjf «in -rf cos C^-cos^in C 

i ^ I ^ 

hin Ccoty + cos C ~ cos C + cot^sinC 



tang y = tang ^ = tang (aoo» -f- u^); 

ce qui signifie que les quatre points ^,^, C, O sont sur une m£me 
circonference. 

II suit de la que pour que Pangle reduit soit egal a Tangle obsenre, 
il suffit de se placer de mani^re a ce que = ^ ou = aoo' + 
c'est-a-dire sur la circonference du cercle circonscrit au triangIe^i?C. 
Pour e viter tout tatonnement a cet egard, M . Delambre observe et de- 
montre (page a4, Determ. d'un arcduMerid.) que Fon peut se placer 
sur la tangente au cercle ^BC^ menee par le point Cet le plus pr^s 
de ce point qu'il sera possible, et meme a plusieurs m^tres sans 
inconveniept; mais pour cela, il faut connaitre Tun des angles 
afin de pouvoir determiner la direction de la tangente. 

i33. Si plusieurs angles consecutifs O, O', O", O"' etaient situes 
dans un meme plan, oblique a rhorizon, si Ton veut, ou les reduirait 
tous au centre C, a raide du seul angle de direction y et de la di^ 
stance aucentre r : alors, par rapport a Tangle O', Tangle de direotion 
serait; 

y=j^ + o, 



par rapport a O", 



y'=y+o'=j^+o. 
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Tarc ^Q', donc 

2?i^= flCD sin* i Q.y= ar sin* i (x — 2); 

clonc 

Cb=~=r8in«i(* — z). 

D'un autre .c6t^, le triangle rectangle OCc donne, en &i3ant 
OCssD, et COc — 6, 

tangfl^ ^""'^^— 
donc, rerreur de robservation reduite en secondes sera 

. Si le Soleil et Pobiet auquel on compare la tour sont da mSme c6tey 
la correction est additive ; s^ils sont de difierens c6tes, la correctiou 
est soustractire^ enfin^ si 'X>2;,'le Soleil est a droite de robsetva^ 
teur : tout cela est eyidenL . 

H ne reste plus , pour calculer la formule precedehte , qu'a deter- 
miner x — z ; en voici le moyen : 

On mettra le limbe du cercle dans une situation yerticale, et apr^9 
avoir fixe le mieux possible la lunette superieure sur le centre du 
signal, on tiendra compte do nombre de degres marque par Tindex 
du cercle azimutal; ensuite, on fera toumer Finstrument sur sa co» 
lonne, suiyant Tordre des divisions de ce cercle, pour amener la 
meme lunette dans le yertical du Soleil. L'arc parcouru par Findex 
sera, dans toiid les cas, le supplement a deux angles droits d^ 
Tangle x — s ; car par ce mouyement Tindex a decrit Tarc de droite 
ou de gaucbe COS\ dont le supplement est QCS = x — z; et il est 
yis3)le que la position du SoleU, a Pegard de robservateur tourne 
vers le signal, depend de la grandeur de Tangle COS^i ainsi, pour 
le cas de la figure, le Soleil est a droite. 

Si rinstrument n'a point de cercle azimutal, on le disposera bo- 
rizontalement,etensuite on dirigera sur le signallalunette superieure 
dont 1'index est arrete a zero; on y am^nera de meme la lunette 
inferieure. Uinstrument etant fixe dans cette position, ondirigera la 
lunette superieure dans le vertical du Soleil , au moyen d'un fil-a- 
plomb place pres de Tobjectif, et dont Fombre devra se projeter sur 
1. a5 
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la lanette dans le sens de son axe. L'arc parcouru sur le limbe sem 
razimut COS' obserye entre le Soleil et le signal, ou le suppIemenC 
a deux droits de I'aiigle (3C— z). 

A la rigueur, cet azimut, au commencement de robseryation, 
n^est pas le m^me qu'a la fid, parce que le Soleil s'approche ou 
s'elo]gne continuellement du meridien du signal; mais pour un petit 
intervalle de tems, le mouyement de cet astre peut Stre considere 
comme uniforme. Donc, si Ton prend un milieu entre les deux 
azimuts dont nous venons de parler^ on aura Fazimut pour le 
milieu de robservation, et c'est celui qu'il fiiut emplojer pour plus^ 
d'exactitude. 

EXEMFLE. 

Supposons Fazimut CO*?' pris ayantrobservation. . = i75',55' 
et pris aussit6t apr^ Fobseryation ==: 176 ,65 

L'azimut pour le milieu de robseryation sera 175 ,5o 

dont le supplement a deux droits 200 

sera la yaleur de I'angle (x — z), - =3 ^ >5o. 

Maintenant si, dans la formuie (1), on a rrak^^^rjSj etI7s iS^Sa'^ 
on en obtiendra le resultat ainsi qu^ siut : 

log iT 6^o588 

log r O967669 

log.sin i — z) , 9,a8i57 

idem 99^8157 

c.Iog.i>. 6,75445 

0,77814 sas e^. 

L'angle ft, ou la correction a faire a Tangle observe est donc dfe 6V 
Le choix du sigqe est certain^ d'apr^s ce qui a ete dit precedemroent. 

i4o. Cest sur-fout les phases des signaux, auxquelles personne 
ayant M. Delambre n'a eu egard, qui produisent de graudes discor- 
dances dans tes s^ries relatiyes a un m£me an^Ie» Un Memoire ma- 
nuscrit qu'a bien youlu me communiquer cet illustre astconome, et 
qui a pour titre, Reflexions sur les differentes especes de si^naux, 
conflrme cette remarque, et fait mention de toutes les diffcrences 
entre Tangle plus grand et Tangle plus petit parnu ceux obtenus entrc 
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deiix objets, dans roperation de la meridienne. H est donc biea 
nDporlaiit do &ire un bon choix de aignauxy et d'eviter parmi let 
monumens existans ceux qui, comme ie belveder de CuUan, auquel 
estdu le grand ecart de iQ"jS6(Base duSysteme metrique, 1. 1, p. aa i)^ 
ont la fonne d'une pyramide octogone ecrasee; car si, a une granck 
distance, les sommets de ces pyramides deyiennent invisibles, 1« 
calool des phasea est necessairement incertain, parce qa'on ignoro 
a quejUe baatemr ojx n vi?^* Un autre ecart de i4'',g8 se trouvo 
p. 533, entre deux series, rune du matia, Fautre du soir, ou les 
aignaux etaient eclaires en seqs contraires. ocMechain^ ditM. De- 
9 lambire , n'a publie que la pioyenne entre les deux series, et cette 
9 moyenne est confirmee parune autre serie observee dans Tombre. 

Ces observations prouyent Tefiet considerable des phases ; ellea 
» prouvent en meme temps qu'on peut les dluder et ]es aneantir. )» 
Ne^nmoins leasignaux de reverb^es paraissent a cet egard meriter 
la preference, quoique c;eu:i( qui ep ontfait usage aient troqve dqs 
ecarts de plus de aussi M. Laplace a-t-il desire qa^pn les em- 
ploy&t pour la mesuri^ de la grande perpendiculaire de Strasbourg 4 
Sr«st y aii3si que aous r^Yons deja anoonce (ar 1 1 1 a). 
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CHAPITRE VIII. 



De la mesure des bases, des mpyens de les rcanener & une 
tempirature unique, etdeles ridiUre au nweau de la mer. 



i4i. XjA mesure des bases est une des operations les plus delicates 
etles plus importantes de la Geodesie, lorsqu^il s'agit de determiner 
rigoureusement les c6tes d^un reseau trigonometrique. II est essen- 
tiel que les bases soient, sinon les plus longues possible, du moins en 
rapport avec les c6tes des triangles auxquels elles appartiennent; 
qu'eiles soient etablies sur un terrain de ni veau, ou plutdt que les lignea 
geodesiques qui les representent soient situees dans des plans ver- 
ticaux^ et £issent par consequent partie des grands cercles de la 
Terre ; que leurs longueurs soient deduites d'une unite de mesure 
par&itement connue et ramenee au meme etat de temperature; car 
•on sait queles metaux^ les bois, etc, passent par dif^rens degres 
de dilatation lorsque la temperature de Tatmospb^re rarie; enfia^ 
il importe que ces bases soient projetees sur une sur&ce uniqae^ 
telle que celle de la mer. 

Les regles qu'on emploie dans la mesure des bases spnt de metal, 
ou de bois, et representent un multiple de i'unite de mesure, du 
metre par exemple; elles doivent 6tre etalonnees avec la plus scru-' 
puleuse attention, c'est-a-dire compareea a cette unite, afin de con- 
xiaitre exactement leurs longueurs. Lenoir, Tun de nos plus habiles 
artistes,^ imagine pour cet eSet un instrumentnomme comparateur; 
on en peut voir la description et Fusage dans le 3^ volume de la Base 
du Systeme metrique decimal^ p. 447. 

Nous venons de fiiire observer que rinfiuence ducalorique sur les 
corps, se manifeste par Taugmentation ou la diminulion de lears vo- 
lumes, et Fon a trouve que par chaque degre du thermomelre centi- 
grade,le platinesedilate de o,ooooo8565 dans chacune de sesdimen- 
sionSy le fer de 0,000010666, et le cuivre jaune de 0,00001 78^5 ;mai5 
pour Tobjet actuel, la dilatation danslesens de lalongueur des rSgles^ 
estla seule qu'il importe de connaitre^afin de pouvoir prendre pour 
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longueur chine base celle qui repond a une temp^ratute unique 
adoptee pour terme de comparaison. 

Supposons, dans la vue de fixer les idees a cet egard, qu'une 
r^gle de fer , etalonnee a la temperature de 10 degres du thermometre 
centigrade, ait ete trouv^ precis^ment de meme longueur que la 
r^gle de platine soumise a la mSme temperature, mais ne represen* 
tant le m^tre qu'au terme de la glace fondante ; supposons en outre 
que Ton ait mesure avec la r^gle de fer une longueur JST a la tempe- 
rature moyenne de iS*^, on saura combien cette longueur contient 
de metres, ainsi qu'il suit. 

Designons d'dbord par dilatation ahsolue, la dilatation totale 
qu'une rSgle de metal, d'une longueur determin^e, acquiert en pas- 
sant d'une temperature quelconque a une autreplus baute; designons 
de plus, dans les m^mes circonstances, par dilataUon relative, 
raccroissement de longueur evalue en parties de la r^gle prise pour 
unite, au terrae de la temp^rature la plus basse. 

Cela pose, si P et jP sont les dilatations relatives du platine et du 
fer, pour chaque degre du thermom^tre centigrade, et que x soit le 
degre de temperature auquel il faut ramener la r^gle de fer, afin que 
sa longueur represente reellement le m^tre; on aura, en prenant 
pour unite de longueur chacune des r^Ies a la temperature de Teta- 
lonnage, 

mdtre en platine = 1 — loP, 
mitre en fer = 1 — (lo ~ jPj 

^gsilant ces deuxvaleurs, on tire 

^ — — ^ 

Or, en supposant, comme ci-dessus,P= 0,00001 7845 j 
P = o,ooooo8565, on obtiendra 

X = 5^,1998, ou simplement x = 5',a} 

c'est la temperature que doit avoir la r^gle de fer pour representer 

le metre. 

Mais la base X ayant ete mesuree a la teniperature moyenne 
de i8S et trouvee par consequent trop courte, il faut, pour Tex- 
primer en m^tres, la diviser par la longueur de la r^gle de fer, 
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rapieode k la tempdrature de Bf^^j on, ce qui eat iie mSmey teinr 

compte de Texces de temperatmre de i8f : pailiu^^ 

loDgueur de la base en mfttres = = > , c.o^..839o4 

0/99977^6096' 

Bonc, une longueur JC ^gale a 10000 fois la r^e de fer, yaudrait 
4- 1 3,8 F. -K = 1 ooooP H- a*,3859; d^ou Ton voit que la correction 
dfi temperaturfi etantici de 9",a839, il n'est pas permis de negUger 
cette correction, quand ies bases doirent dtre mesurees avec une 
tr6s grande exactitude. 

Remarquez qu'ii est plus simple d'^talonner une d'un m^l 
quelconque sur une autre rig^e de m^me matiire, paroe qu'aIo|*s ii 
est inutile de constater le degre de temp^rature a hquette cette opera^ 
tion a eu lieu. Si, par exemple, une barre de fer a ^4 ^loan^e aur un 
mitre de mlme inetal, elle repr^ntera la longueur reelle du m^tre 
a la temp^rature de la glace fendante, c^t4«-dire 5 pieds 
de ia toise de TAcad^ie^ prise a 16 de^^s du thermomifttre do 
Reaumur. 

Les astronomes fran^ais qui furentohar^^sde lagrandeoperalkNqi 
relative a la fixation du mStre definitifj, emploj^rent des rd^ea da 
platine et de cuivre^ formant, par leur superposttion, des thermo- 
m^tres metaHiques. Ces regtes ne furent point mises en cootact, 
afin d'eviter 1'emoussement de leurs extremites et le recul; mais le. 
petit interyalle qui les separait fut mesure ayec un languette graduee, 
comme on le yerra bientdt 

Dans les operations geod^siques ordinaires, on peut, sans incon- 
vepiept, piettre les regles ou les perchesi boiit$^ t^oi^ ; mais il coxiyient 
de mesurer deux fois, et en sens coji^raireSi la ncieiaebase, et d^ 
prendre pour yrai resultat la moyenne des deux mesures obtenues. 
Ade&utderegksde&r, ons6sert,avec^yantG(ge>de ^erges debois 
de sapin trempees dans Thuile bouiUante, puis garnies d'un yernis 
^ais; parce que, par cette op&*ation, eUes 890« tr6s peu sensibles 
aux variations hygrometriques de Fair. La figure a6 represente k 
fi)rme d'une de ces vergesj les branchea du losange ABCI> et la 
traverse QD servent d'aFcs-boutaos a b r^gle et l^emp^chent 
par consequent de se courber latdralement* On a, au mo&ns deox de 
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ces rei^efty ^on etalotme avec beaucoup de soin, et k chabxme des* 
qaettes ondoQnecommunemeDt 5 mtoes delong. Leurs extreHnt^ 
doiyent 4tre tres peu qMdsaes^ garnies en fer et a yives ar^tes, afin 
d'obtemr un contact parfait. Le mieux est queces extremites soient 
representees Fune par un clou a tSte ronde, Tautre par un clou a 
t^te plate. 

Avant de proceder a la mesure d'une base, on trace un alignenrent 
«vec la plus grande pr^cislon possibie, a i'aide de jalons ou perches 
bien droites garnies par le baut d'un petit carr^ de carton^ et par le 
bas ffune pointe de fer, afin de pouvoir les ficher en terre, Chi fait 
disposer tous ces jalonsenlignedroiteou dans unm^me planvertical, 
au moyen d'une lunette placee a une extremite de la base^ et dirigee 
sur l^lautre extreniite. Oette lunette doit se mouyoir dans le sens ver- 
ticaly ala maniSredeslunettes des passages^afin de pouvoir felever 
ou Tdbaisser selon qoe le terrain Texige. Ensuite, on plaee les regles 
sur un pont forme de plusienrs madriers cal^s soUidement sur des 
trepieds ou cbevalets : cm les aligne avec le plus grand soin , et on les 
fixe sur le pont au moyen de brides, afin qa'en dtant la pr^mi^re pour 
la placer en avant des autres, celles-ci n'eproiivent aucun derange- 
ment. Comme il importe d'observer la temperature des regles, on 
leur adapte des thermotnitres, mais l'on prend la precaution de les 
preserver de l'action directe du soleil. Si ces regles, dont on doit 
soigneusement eviter la flexion, ne pouvaient etre disposees bori- 
zontalement, Tod mesurerait leur inclinaison a Taide d'un niveau a 
perpendicuIegradue,comme on le voit (fig. 27); mais en les mettant 
Gonstanmient dans une situation borizontale, ce qui, du reste, £ut 
perdre beaucoup de tems, il arrive alors^ a cause des inegalites du 
terrain ou de son inclinaisan, qu'il &ut &ire &ire auxr^gles des res- 
sauts comme bcyde( fig. a8 ). Dans ce cas, Fofi feit correspondre 
exactement fextremite posterieure de la r^gie cdy a l'extremite an- 
terieure 6 de la r^gle a6:or,c'estaquoiroDparvientaraided'un 
fil-a<-plomb. 

Nous termmeroofl noa remarques a ce sujet, paroe que Fiag&aieur 
intelligent saura sup{^eer a nos omissions y mod^er seian les cir- 
constances les moyens d'execution et les procedes pratiques que noos 
indiquonSy et donner aux divers instrumens a employer daus ta 
mesore des graudes bases, tout le degre de perfection dont fls pour- 
raient Stre susceptiblca. 
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i43. La redaction des regles a rhorizon s'efifectae tres facilement^ 
£n effet, soit / une longueur quelconque, son inclinaison, et xsa 
reduction a rhorizon, ou sa projection horizontale; on aura eyi^ 
demment 

5(;=/cos fl. 

Mais comme 9, qu'il n'est pas necessaire de connaitre tr^s exacte- 
ment, est toujours un tres petit angle, cette formule ne pourrait 
donner x avec assez de precision ( art. 91 ), il vaut mieux alors cal- 
culer le petit exces de / sur X', ainsi on aura, en supposant 8 donne 
en minutes, 

/ — . = / (1 — cosfl) = 3/ sin* Q =1 /fl* sin- 1'. 

Dans la pratique, Ton met cette formule en table, afin d^abregor 
considerablement les operations numeriques j et si les observations 
donnent le double de rinclinaison fl, on le prend pour argument , <^ 
qui dispense de &ire chaque fois une division, et rend le resultat plas 
sur. Dans ce cas, la formule se met sous cette forme : 

/— x = i/sin*(afl). 

Quant a la difference dn de niveau des extremites dela longueur ^ 
on voit bien qu'elle est egale a 

{//z = / sin 9 = /.fl sin 1'; 

ainsi, la somme algebrique des dn donnera la difference de niveau 
des extremites de la base. Toutefois ii ne faut pas considerer eette 
difference comme etant rigoureusement determinee par cette me- 
thode; car d'une part, les inclinaisons fl ne sont pas evaluees avec 
assez de precision, et de rautre, les dn sont trop peu exactes et 
par trop multipliees. 

£n insistant sur la necessite de £iire les extremites des r^gles 
d'une tris petite epaisseur, on a pour but d'attenuer les erreurs des 
contacts, qui ne s'operentpas toujours de la mSme maniere, a cause 
des diverses positions des regles a Tegard de Fhorizon : eclaircissons 
ceci par un exemple. Supposons que ab, bc^ de^ Jgsoient quatre 
regles consecutives mises en contact, la premiere horizontale, et 
les trois autres inclinees, comme le represente la figure 29. La lon- 
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pour une sphere dont le rayon = i, et par k la corde eorresj^n- 

dante^ on aura> par premiere des series de Fart 91 , 

h — asinii = fr — i=5;j' 

Lorsque B est la longueur d'un arc, et K celle de sa corde^ pour 
Un rayouKf , on a eYidemment 



donc. 



1 B 

.4 i 



Tei est Texc^s de Tarc sur sa corde , dans la suppositioa qae b fait 
partje du rayon prispour unite; mais cet exc^ sera donne en m^me 
mesure qiie le rajondela Terre, enmultipliant parplayaleurde<> 
c'est-a-dire qu'alors 

B-J5;ou2 = ^^. 
Enfin , Fon aura Z en secondes, a Taide de la formule 

-1.7?''*!— _!__£_ 

L'arc ou la corde ^S, ainsi qae les angles CBLs^ etantd^ 

termines j)ar le moyen que Ton vient d'indiqtfer, on rdsoudra les- 
petils triangles rectanglcs S^a, P^Bb, dans lesquels on connaitra les 
angles ct lcs hjpotcnuses S^, KB\ et il ne s'agira plus, pour ob- 
tenir SKy que de calculer son exces sur ^a' = ha : or, dans le 
.triangle reotangle SaiK^dn a VS z=^ 7^*+ si\ d'oa 

donc Fexc^s cberche, ou 

fians erreur sensible. 

i44. Voici maintenani oomment on reduit une base au niveau 
la mer. 
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Soit p (fig..3i)Ie rayon de la Terre reputee spherujue , pour le ni- 
reau de la iiier;p+Aie rajon pour le sol dela base J/JIB, suppose 
de niyeau; h sera 1'eievation -^a du sol au-dessus de la surface des 
eeux. Soitde plua basemesuree^JlS, et^ la base reduite amh. 

Cela poee^ puisque fes arcs semblables sont entre eux comme leurs 
rayons, Ton aura 

prenant la yaleur de^^ ot ajoutant de part et d'autre — il yiendra 

Bh 



Bh f Bh / th\-^ 



puis deyeloppant la puissance negative, on aura 



Tel est rexc^s de B sur b. Nbus apprendrons au chapitre des diffe- 
rencesde niyeau a determiner h. 

Tous les c6te8 des triangles qiie Ton calcnlera d^apres la^base 
reduite b, seront des arcs de grand cercle d'une mSme sphere. Si 
au contraire on prend pour base la corde de Farc fc, ces cdles 
seront les ar^tea m6mes du polyedre inscrit dans la spfa^e dont le 
rajon = p. 

Comme la sur&ce des mers s'el^y'e et s^abaisse chaque jour par 
Fefiet des marees, Pon est conyenu de prendre pour niyeau ahsolu, 
celui qui tient le milieu entre la plus haute et ia plus basse mer; 
c'est en eflet, a tres peu pres, ainsi que M. Laplace i'a demontre, la 
hauteur a laquelle les eaux de i'Ocean se trouyeraient constamment, 
sans raction de l£i Lune et da Soleil. On suppose alors tous les 
triangles d'un reseau projetes sur le prolongement de la surface d'une 
mer tranquille. 

Description et usage des regles de platine qui ont serpi dans 
Voperation de la meridienne de France. 

145. Ijes r^gles de platine, dont nous ayons de^a parle a Tart. i4i , 
sont au nombre de quatre; elles ont la pied^ de long sur 6 lignes de 
largeur enyiron et une ligne d'epaisseur. Chacune est recouverte 
d'une rSgle de cuiyre qui esi; de six pouces plus courte que la rdgle 
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de platine; rane et I'autre sont seulemeDt fixees ensemUe par mie 
des extremites, afin que la dilatation des metaux ne se manifeste qm 
du c6te de Fautre extremite qui se trouve libre (i^oyez fig. Sa). On 
apprecie alors a chaque moment Tdfet de la temperature^ pair la 
quantite dont le cuivre se dilate plus que le platine : cette quantite 
ou difiPerence des deux diiatations s'estime a Taide des diyisions 
tracees vers i'extremite de la regle de cuivre, sur une petite piece 
dc^ ce metal , entrainee par la regle de platine. Chaque division 
est^^^To <Je la longueur de la regle de cuivre, el le vernierTrdonne 
des parties dix fois plus petites, ou des aoo milli^mes de la mSme 
longueur. Les divisions se lisent aisement, au mojen desmicroscope» 



La languette cd est une petite r^gle de platine divisee aussi en 
ao milliemes de la r^gle de m^me metal , assujetie a gUsser entre deux 
rainures du cdte dii thermometre metalKque; elle sert a mesurer le 
petitintervalle qu'on laisse entreles regles, lorsque Pon mesure une 
base , et son vemier est en n^. Pour preserver ces regles des accidens 
qui pourraient survenir dans le transport, et pour les rendre n^me 
plus propres a Tusage auquel elles sont destinees» chacune est en- 
ch&ssee dans une piece de bois de sapin, de maniere a ^tre main- 
tenue constamment en ligne droite- Sur le petit toit TT' qui couvre 
k tout^ s<»it deux pointes de fer pp' placees aux extremites de 
chaque r^gle, et que Fon aligne dans la direction cie la base, quand 
on op^re. Les toits des r^gles sont peints de couleurs di£ferentea^ 
pour les distinguer, et sont en outre numerotes. 

L^s trepieds sur lesquels on pose les regles, ont chacun a leur» 
angles des vis qui donnent le mojen d'elever ou d'abais3er ces r^gles^ 
pour pouvoir &ire usage des languettes. 

L'in8tniment^ CB (fig. 53) est une espece d^equerrecomposee d^un 
arc de cercle gradue,etd'une brancbe de cuivrea laquelle, vers son 
milieu, est fixe un niveau a bulle d'air ef. Cet instrument se place 
sur chaque r^gle a la mani^re des maQons, et lorsque la verticalite 
de la branche est ladiquee par le niveau , on eoit le nombre de degr& 
que marque la ligne de fbi de Textremite de cette regle. On retourne 
ensuite Pinstrument, et ron remet la branche dans la situationver- 
ticale ; alors Tarc qu'elle a parcouru est le double de rinclinaison 
de la regle de platine. 
Borda^ qui est Tiaventeur de ces r^gles^ a reconiui par des ei^^e- 
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riences trds delicates et repetees ayec beaacoup de soin , que le 
Ihermom^tre metalliqae de la r^le n* i , marque SSS^^-^S a la tempe- 
rature de la glace,.et que ralongementde chaque r^gle est de o^^-yga^S 
pour une partie des thermomStres.Cela pose , si l! est le terme mojen 
de toutes les observations duthermometre metallique de la r^gle n* i , 
£utes pendant la mesure de la base, 

(f/ _ 385^,5) X 0,9345 

s^ra la correction moyenne de temperature relatiye a cette r^gle 
prise pour module au degre de ia glace ; module que nous designerons 
par JM. . 

Les mSmes experiences ont &it connaitre que la r^gle n* Hy exposee 
a. la meme temperature, est plus courte que la premi^re de o^a, et 
qoe son thermom^tre naiarquait alors SSS'',^ ; par consequent la cor- 
recUon qui conyient a cette rSgle est 

' — 385j5) X 0,9345 —</,a. 

. On a vu aussi que les corrections respectiyes des rSglet 3 et 
n* 4> ^^^t m^mes circonstances, 

(^f» ^ 38o,3). 0,9245 — 0^,4, 
— 584,3) . 0,9345 — o ,4. 

Or, en multipliant chacune de ces corrections par le nombre de fois 
que les regles correspondantes ont ete portees sur la base, on aura 
la correctionpour les quatre r^gles. Mais ce resullat peut se trouyer 
plus simplement; car si t designe le terme mojen des obseryations 
des quatre thermomitres, £iites pendant la mesure de la base, auquel 
cas t = somme des thermomdtres diyisee par le non)Jt>re de fois 
qif ils ont et^ lus, la correction moyenne cherchee sera eyidenmient 

(i ~ 383',8). 0,9345 — 0^,25 = P. 

I^es parties de cette expression exprimeront des deux cent-miHi^mes 
,de la longueur fixe M. 

Maintenant, soit /i le nombre de fois que les regles ont ete employees 
dansla mesure de la.base; on aura, pourla correction totale, nP. 
Mais il faut encore corriger les petites distances d'une r^gle a Fautre, 
mesurees par les languettes; et a cet egard, il s^agit de &ire separe* 
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ment une colrectioh de temperatore a chaque distance observee, 
une autre correcUoji des verniers, qui est ia m^me pdur toutes lei 
^istances. La prem^ere correction est toujours additive, si la tem- 
perature eat au-dessus dezero; la seconde s'est trouvee :sotistrac«( 
tiye et = — 0^,15. ' . 

La premiere correction pourrait ^tre donn^e an moyea d'une 
petite table qui aurait pour premier argumont les parties de ther- 
mometr^ jpetallique obser vees pendaqt la mesure , et pour deuxieme 
ar^uni.ent 1|BS parties donnees par les langueltes. Si, parc3temple, Ife 
thermometre marquait 45o^, et la languette n^ i, aooo^j la tablede 
correctiop de temperature devrait dpnner 0^,6. En efiet,on sait par ce 
qui precede, que chaqiie r^gle s*alonge de 0,92-45 pour une partie de 
^onthermometre; par consequent, pour*45o — 585,S= 64^,7, ellc 
8'alongerade6o^;etpuisquela languette marque aooo^, ralongement 
relatif a cette longueur sera le quatrieme terme dc la T^o^ortioa 
suivante, dans laquelle.ie premier terme e:(prime la longueur de 
k regte, , * 

aooooo : aooo :: 60 : jc=o,6; 

c'est ainsi que Ton formerait la table dont il s'9git ; mais nous verrons 
plus loin qu'on peut eviter cette table. 

Pour concevoir la raison de la seconde correction, il faut remar- 
quer que la ligne de ibi du vcrnier n* 1 ne tomhait pas exactement 
8ur le zero de la division a Tinstant du contact des regles, puis- 
qu'alors ellc marquait o'',^ ; la vraie distance de la regle n* 1 a la sui- 
vantc doit donc ^tre diminuee de cette quantite , ou ce qui est de 
meme , la correction du vernier n* 1 = — 0^,7. Celles des trois autres 
verniers ^tant respectiveirient + 0,9; -^i; H-a,a, il s'ensuit que 
le quart de ces quatre nombres, ou que la correction uiojenne des 
verniers est, comme nons ravons rapporte, — 0^,15. 

Enfin on calculera, pour chaque regle, la correction de rinclinaison 
a rhorizon ; puis Ton reduira loutes les distances horizontales par- 
tielles, au nivcau d'une des extremites dela base, parexemple, et 
ensuitela longueur totale de cette base au niveau de la mer, comme 
Jious Favons expliquc plus haut. 

Borda fit aussi la comparaison de la toise de TAcademie avec la 
regle n' i.ll trouva, en derniere analjse, que cette regle = 2 toises 
4-5^,4, quandsonthermometremarque 386^,2; qu'elle est= 2 toises 
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-i^ Ibrsqil^ le tbennoirietre inarqiie ^rS''»^, ^t qu!a 16^ ^ du therr 
ibometre centigrade , \e thermometre m^tallique indique 4 iS^,^. 

II edt donc aifle de dedalre de. par une interpolatioQ, qu^a 
meme dfegre db temperatare choisi par Bouguer, poui* ^talonner le^ 
perchesdont il ftt usage auPelrou ,4ariglen* 1 55= Jfcr4^5J7',8=xatoiaea 
— et pai* consequcnt que les 9 tbistes = jaf-+- 3o^,5, 

U ne redte plu8 qu'a trouver nombrede toisea cpntenues dan» 
nne base B eKprimee en unitea du niodule J2, ou de la rigle n* 1 
rapportee.a la temperature de la glace. Or , les parties de M etant 
des aoo mllU^mes de cette longueur, la double toiae du PeFou, pnfie 
au degre de chaleur i6* vaut 

~ 5200C00' . 

en faisant M— 1. Elle sera donc gontenue dans la base B un nombre 
de fo.is exprime par 

~ S aooooooi? ^ 

"~ 3o,3 flooo3o3 
1 + —■ 

• flOOOOO 

Cest a de pareils moyens qu^il faut recourir, pour que les resultats 
d^une bonne triangulation puissent jeter du )our sur la veritable figure 
de la Terre.- 

Posterieurement aux experiences precitees de Borda, une com>- 
mission de savans fit, en 1799 , une nouvelle comparaison de la toise 
du Perou avec les 4 regles de platine qui avaient servi pour la mesure 
desbases de Melun et de Perpignan. Elle reconnut, i*. quela rSgle n* 1 
etait exactemeot le double de cette toise a la temperature de i3* de 
Reaumur; 2^ que le quart de la longueur de 4 regles mises bouta 
bout,ou quela regle moyenne surpassaitIareglen*i,deo'.Goooo2o; 
S"*. que iepoiht de la glace a ces memes r^gles, etait de o' «00383. 3; 
i^. que 10 degres du thermometre de R4aumur valaient 23',i6 du 
thermometre metallique; 5^ enfin, que la correction moyetine du 
vemier des languetles etait — o*.ooooo.3644. P^ous ferons bientdt 
usage de ces resultats. 

£n 178"^, pour mesurer la base de Honslowheadi, des savans an- 
glais emplojerent avec beaucoup de succes des tubes de verre, dont 
la dilatation est moindre que celle de Tacier , du fer fondu, et detoute 
espece de cuivre. Les experiences qui furent faites a ce sujet, firent 
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m^me connattre qu^une verge massive de verre est plus dilataUe 
qu'un tube de m&me mati^e. Mais ensuite ces savans jugerent k 
propos de nlesurer ime base de verification avec une chaine d'acier 
par&itement bien construite , aussi exacte et plus solide que les tubes 
de verre. Les deux bases, situees a 60 milles de distance Tune de 
Fautre, ayantet^ lieespar un reseau de 94 triangles, ilne se trouvar 
€[ue 4pouce8 j de difierence entre la mesure directe de Puned^elles et 
k resuiliisit du calcuL Neanmoins, )usqu'a present, rien ne surpasse 
en exactitude les operations geodesiques qui ont servi de fondement 
k notre sjrst&me mtoique« 
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CHAPITRE IX. 

AppUcaUon de la theorie precddente au calcul des baaes. 

FREMIER EXEMPLE. 

i46. Nous choisiroDS pour premier exemple, la base dite de la 
Goldalch, mesuree en Bavi^re par les ingenieurs-geographes fran- 
^ais, parce qu'elle est susceptible d'un grand nombre de reductions. 

Pour mesurer cette base, Ton fit usage de 5 r^gles de bois de sapio^ 
qoi avaient chacune 5 m^tres, et qui etaientconstruites comme nous 
Favons dit precedemment. Ces regles , mises bout a bout et en ligne 
droite, composaient une longueur appeiee portee. Ghaque portee, 
placee sur des poutrelles soutenues par des chevalets, fut mise de 
niyeau, afin d'eyiter la reduction a rhorizon, et de pouyoir mettre 
plus intimement les r^gles en contact. On obserya la temperature de 
chacune de ces r^gles ayant de les changer de place, et Ton considera 
la mojenne des cinq temperatures , comme la temperature de la 
portee que representait ce sjstSme de r^gles. Enfin, apres avoir pro- 
cede de la sorte, en allant d'une extremite de la base a Tautre, on 
trouya 866^^'**^, Ts^Va dans la longueur de cette base, 

II restait a etalonner la portee, et a connaitre exactement sa di- 
latation, pour appliquer a la base mesuree la correction de tempe- 
rature et Fcyaluer en metres. Or, afin d'atteindre ce but, Ton jugea 
a propos d'etablir sur le terrain un etalon invariahle : c'etait deux 
pieux implantes en terre, et distans Tun de Tautre d'un peu plus de 
d5 m^tres. Ilfallait alorsconnaitre rigoureusement la longueur de cet 
^talon, c'est-a-dire la distance fixe des centres des pieux, et ensuite 
comparer cette longueur a celle de la portee. On emploja a cet eflfet 
un m^tre proyisoire en cuiyre qui representait exactement, a la tem- 
perature de lo grades, 3 pieds 1 1 lignes de la toise du Perou prise 
a la temperature de i5' de Reaumur, ou de i&,25. Mais pour me- 
gurer Fexc^s de Tetalon sur la portee, Ton se seryit d'Hn autre metre 
eu cuiyre, diyise en mUIimetres, et auquel oa ayait adapte uu yer- 
1. ^7 ' 
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nier (art. ii3). Ce m^tre auxiliaire fut trouve un peu plus court que 

ie m^tre provisoire, dans le rapport de 5oooo a 3ooi4. 

Voici maintenant les principaux resultats des experiences dont il 
s'agit. 

Experiences relatives d la longueurE de Vetalon. 
Alatemper.de 9^,575=^ ,onatrouve JS==i^25"P-+-o,o8775==:25+£, 

16,875=^' £=25 +0r08590=25+€', 

26 ,25o=/" JS=25 4-o>07888=25+6''. 

Remarquez que les unites rcpresentent des metres provisoires, aux 
temperatures t\ tf\ et les fractions €, c', c", des parties du metre 
1 auxiliaire : ces parties doivent donc etre multipliees par le rap- 

port fHT?) puisqu'elles sont trop grandes. 

Experiences relatives d Vexces m de Vetalon sur la portee^ 

A la temperature de 9^375 = ^ , on a trouve ns^ = 0,09232 , 
26 ,25o = t". . . r = 0,09032.^ 

Ces valeurs sont de m^me des fractions de metre auxiliaire ; il esf 
donc necessaire de les multiplier aussi par le rapport HlTf > pour lc* 
evaluer en parties du m^tre provisoire. 

Soit jB(,c) la longueur de Tetalon invariable , exprimde en metres 
provisoircs a 10 grades de temperature, d\a dilatation relative du 
cuivre, pour chaquc degre du thermometre centigrade; et, comme 
ci-dessu8, t la temperature observee, c Pexces de Tetalon sur »5 fois 
la longueur du m^tre, enfin A: le rapport : 11 est evident qu^on; 
aura, en vertudes trois premieres experiences, 

i?(..j=[25+ 6A:][i + rf(« —10)], 
i;(.,)=[25 + a] [1 + — 10)], 
•£,..3 = [a5 + £''A:] [i + c?(l"- io)]j 

ou bien faisant, pour abreger^ 

25 + cA: = , t — i6z=zB y 

ab+^k=:u4\ £'—10 = 5', 

25 + = A''y 10 = B', 

on aura plus simplement 
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Eoo) = ^'(i+t/j5'), 
£oo) = -^'(i + t/5'0. 

C^s trois equations ne renfermant que deux inconnues, savoir^ JS^io) 
etd: Yane d*elles serait satisfaite par les valeurs de E^.o) et d deduites 
des deux autres, si les observations etaient exemptes d^erreurs; 
nmais comme il n'en est jamaia ainsi, Ton pourra , par exemple, com- 
bi ner ces equation$ deuxa deux, et prendre une moyenne arithmo- 
tique entre les djfFerentcs valeurs d'unc meme quanlite j dc cette 
maniere on trouvera 

£(,,^ = ;i5%o874i; 

c'estla longueur de retalon en metres provisoires, ala temperaturo 
de lo grades. On aura en outre, par uu milieu, 

d = 0,00002093 j 

c'est la dilatation relative de la regle de cuivre, employee dans la 
mesure de retaldH. 

Maintenant, designons par rio la longueur de la portec au terme de 
la glace fondante, mais evaluee en metres provisoires a 10 grades 
de temperature; par A sa dilatation absolue par chaque degre du 
thermometre centigrade, c'est-a-dire sa dilatation evaluge en frac- 
tion de m^tre provisoire; on aura, d'apres les deux derniires expe- 
riences rapportees plus haut, et en designant toujours par £(,0) la 
longueur de Fetalon 

jB(,.)=no-HAi-h^A: [i+J(^ — io)]=no-{-A« H-^A; (1— dB), 

E^,.^—n,+^t;^+<af''kii+d{f—io)]:=n,+^^^ 

De ces deux equations du premier degre, Ton tirera aisement les 
valeurs des inconnues ITo et A : faisant le calcul, on aura 

Ilo = a^^-^gg^o^ , A = o"''',oooi 1667. 

Or, par le tableau des temperatures des portees, insere dans le 
Registredes observations, Ton voit que toutes ces temperatures sont 
positives, c'esl-a-dire au-dessus de zero; ainsi, la correction lotale a 
laquelle elles donnentlieu estadditive et de i"» %97734.Cette correc- 
lion, comme on le con^oit bien, est rexpression de la sompie des 
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corrections partielles. Si , par exemple , n portees eussent ete obser- 
vees a la meme temperature T, la correction qui leur est relative 
serait evidemment nTt^. Mais le nombre de portees contenues dans 
la base etait de 866,i486, par consequent Ton a 

Longueur de la portee n. = ^^'"•'jgg^o^ 

muItipUee par 866 ,i486 

produit fli648 jSSa^S' 

Correction de temperature 4- i >97734 

Longueur de la base en melres provisoires, i5' = a 1 65o ,55oog. 

Posterieurement a la mesure de oette base, le metre, deduit des 
operations geodesiques de MM. Delambre et Mechain, ful definiti- 
vement fixe a 5 pieds ii lignes-j^de la toiseduPerou; lerap- 

port entre le metre legal et le metre provisoire etant donc ^^^^^ r 

a est clair qu'il feut multiplier par ^^la valeurprecedentedeB' 
trouvee trop courte ; partant Fon a 

base exprinaee en mitres definitife ou J5=jB'x = 21657", 563o. 

La difference de niveau des extremites de la base etant trSs petite^ 
on peut considerer la longueur B conmie celle d'un arc de grand 
cercle terrestre con^ris entre les verticales de ces m^mes extremites, 
et representant le sol moyen de la base. Or, il resulte d'un grand 
nombre d'observations barometriques, que ce sol est eleve de 486" 
au-dessus du niveau de la mer ; la reduction de ia base a ce niveau , 
evaluee au mqyen de la formule de Fart. i44, sera donc — i",655aj 
de la 

base reduite au niveau de la mer = ai^^S^^gogS ; 

c^est cette longueur qu'on emploie immediatement dans le calcul des 
triangles, quand on les consid^re comme spheriques. 

Si M. Bonne, qui a dirige les travaux geodesiques de la Carte de 
Baviere , en publie un jour le precis, par la voie du Memoriai da 
Depot de la Guerre , il sera possible que I'on trouve ses resultats 
relati& a la base precedente, un peu differens des miens, parce 
que je n'ai voulu ni discuter a fond; ni faire connaitre moi-m^me 
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toutes ses experiences ; aussi ne doit-on regarder ce qui precede 
que comme des exemples de calcul propres a guider en pareilie 
circonstance. 

On deyait mesurer une base de yerification ayec des regles de fer, 
dont l'appareil est assezcommode, comme je m'en suis conyaincu 
en mesurant, en 1 81 1 , ayec ces regles, une petite base dans laplaine 
duYesinet, pr^s St.-Germain-en-Laye, dans layue de determiner la 
hauteur de raqueduc de Marly au-dcssus de la Seine. Mais malgre la 
precision qu'on obtient par un pareil procede, elle n'equiyaut pas a 
celle qui resulte de Temploi des rdgles de platine dont il a ete parle a 
Tart. i45. Pour ne laisser rien a d^sirer a ce sujet, yoici un expos^ 
fiuccinct de la mesure de la basede Melun, et des diyerses reduction» 
qui y sont relatiyes. 

DEUXlilME BXEM^LE. 

147. M. Delambre, quifut contraint de mesurer une ligne brisee, 
le long de la route de Lieursaint a Melun, employa quatre r^gles de 
piatine de a toises chacune, et construites comme nous rayonsi 
dit (art. i45); les toits de ces regles etaient peintsde differentes cou-' 
leurs, afin d'eyiter toute m^rise. A la fln de chaque journ^ , et apr^ 
avoir employe plus de dix-sept fois ces quatre r^gles, on enfongait 
dans la terre un pieu dont la t^te etait quarree et recouyerte d'une 
lame de plomb sur laquelle on marquait, par deux traits croises, le 
point ou tombait le fil-a*pIomb abaisse <k Fextremite de la der- 
niere regle. 

Xi'arc de cercle du niyeau qui seryit pour ^yaluer rinclinaison des 
r^gles, etaitde 10 degres, formant lao parties, dont chacune yalait 
par consequent 5 minutes, et le milieu de cet arc etait numerote 60* 
]li'alidade mobile 9 laquelle etait adapte un petit niyeau a bulle d^air^ 
portait un yernier donnant la minute. ( Voj. la fig. 33. ) 

On jugeait que la regle allait en montant, en allant du premier au 
deuxi^me terme de la base, lorsque Farc etait plus petit dans Tobser- 
vation directe qu'apres le retournement (art. i45). En g^neral, Tele- 
vation de la partie de Fayant au-dessus du niyeau de la partie de 
rarriire, est egale a la moitie de Fexcfe du second arc 9'' sur le pre- 

mierfl', c'est-a-dire --^.On aura une idee de Tordre que M. De- 

lambremit dans ses obseryations; par le tableau suiyant. 



si4 TRArr£ DE 6]£0D^IE. 

N« I. 



des 


XaEilMO. 


LAirGUETTXS 


WIVEAU 


INCLm. 


r6duc. 












BRIE. 


MA.LyoisinE 


DOUBLE. 


L^HOMZ. 


I 

a 

9 

4 


I»arl. 

4i6.o 
4i6.5 

^ I «y. o 

4ao.4 


409P8 

a35.9 
5o6.6 


53^ a 

81,4 

50.4 

7^>« 1 


38.0 
68.4 


l3^0 
43.4 
18.0 

a4<o 


IOI.4 
17.3 

3o.5 




637 


I 

3 

4 




































48- 






\ 










— i3a3o 


96» 


aoi8aF3 


a5736^i 








1481^3 


+669 


— ia56i 



Dans ce tableau, lesparties des thermom^tres metalliques et des 
languettes sont des looooo''"" d'une toise (art i45); mais les unites 
des nombres contenus dans les colonnes dN sont des dix-miUiemes 
de toise. 

La colonne intitulee ReductiondVhorizon^ comprend lea nombrea 
quMI faat oter de la longueur de chaque reglenon compris sa languette, 
pour la reduire a rhorizon. Cette reduction se calcule au moyen do 
la formule 

a.a' 8in»ifl = 4'8in*i(afl), 

dans laquelle 6 est rinclinaison de la r^gle. On aurait de meme, pour 
la reduction de la languette /, 

2/sin» ^ (a9) = ^ / 4' sin* ^ (afl). 

On voit donc quB 

reduct. de la languette = reduct. de la regle x \ long. de la lang. 

Mais M. Delambre a employe a cet efFet la formule suivante, qai 
estsuffisaramentexacte, et qui a ravantage dc donner la reduclion 
totale, savoir : 
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^ nombre des regles 

Le tableau precedent nWre que les resultats de la premiere 
)ournee,oude la premi^re page du Registre des observations.Voici 
un second tableau ou se trouvent reunis les resultats de chaque 
page* 
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Les rigles, comme nous Tavx^ns dit, ont ete reduites separement 

aThorizon, ce qui a produit o'. 537 11. 3 

£t les languettes , reduites de mSme, ont donne . . 1 78 • 8 

£n sorte que la reduction totale a rhorizon est . . o'.3a8go.i. 

On fit correspondre^ a^Faide d'un fii-a-plomb, Pextremite de la 
premiSre etdela derniere regle aux deux termes de la base; ainsi, 
la longueur mesur^e doit ^tre augmentee. d'une epaisseur de cor- 
donnet eyaluee a o^ • 00057,8. 

Onadonc 
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Longueur mesuree 60422' 

Languettes 34. 26068 .5 

Epaisseur du fil-a-plomb .... »f- o. 00067. 8 
Reduction des r^gles a Thorizon. — o • 3a 7 1 1 . 3 
Red.deslanguettesaPhorizon . — 178.8 

Base mesuree . 6076'. 93336.3 

Thermom^tres 13.75865 ,8 

Somme des i/iV 7'. 564. 

Maisladerniere regle, ou la 3o3i""% depassait reellement le terme 
austral, et l'interyaiie reduit a Fhorizon fUt trouye de o'.o54g3.8y 
quantite evidemment soustractive. 

DepluSjles deuxpartiesdelabase,dontrune=3945',l'autre aiSi', 
formaient un angle horizontal de 179* 10' 47^,09 : en lc reduisant au 
plan des cordes (art. i3o) , on le trouve de 179* 10' 4o",9i ; d'ou ron 
conclut, pour la reduction a la ligne droite (art 93), — o*. 143371. 

Enfin, une petite correction, evaluee a +0'. 00003 . 78, est resuUee 
de ce que la demi^re r^gle etait eloignee du coude ou etait place ie 
centre du poteau,de 1 pied 7 pouces 8 Ugnes. 

M. Delambre ayant substitue la corde a Tarcy il &ut en putre re- 
duire chacune des parties de la base, a i'aide de cette formule : 

difierence de Tarc a la corde = — 

dans laquelle M d^signe le rajon mojen de la Terre (art. i3o). Faisant 

le calcul, on trouve 

Pour la partie 3945' ~ 0^00033.88 

Pour la partie ai5i — 3.76 

Reduction aux cordes ... — o. 0003 7 . 64 
Correct. du vemier des languettes (art. i45) ^ o.oi 100 . 48 

Cest-a-dire, la correction moyenne 
0.00000.3644 multipliee par le nombre des 
r^igles. 

1* — 0.05499.80 

£;eductions precedentes 3"" — o . 143^7 . 10 

3* -|- 0. 00003.78 

Somme o.3o855.94 

Aesultat immediat 6076.93356.35 

Base corrigee 6075 . 7s38i . 11 • 
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Les ^lemens de la reduction de la base au niveau d^ la sont 
donnes par ce qui suit. 

. Le soi du terme austral est eieye au-dessus de la mer, de 56',! 1 

Celui du terme boreal, de . 45,91 

Moyenne entre les deux termes 4i',oo 

Le sol au coude est eleve de • • • 4a,oo. 



£n regardant relevation mojenne entre les deus: termes, comme 
relevation moyenne de la base, la reduction caiculee par la formule 
de l'art. i44 serait o',o76i5. En partageant la.baseen sept arcs 
difiFerens,M. Delambre a trpuve — o',o7735j c'est ce dernier resultat 
qu'il a employe. Ainsi, 

Base reduite a la ligne droite. 6o75',7a38i 

Reduction au niveai^ de la mer — 0,07735 . 

Base au niveau de la mer . . . 6o75',64646.' 

II s'agit maintenant d'avoir egard a la temperature dw r^gles. 
Or, la somme la, 75863.8 des thermometres metalliques divisee 
par 5oai, nombre des observations ou des r^les, donne le quo- 
tient o, oo4aa . 3o j c^est la temperature moyenne des regles. 

Le point de la glace a ces memes rdgles est. . o',oo383.5o 



Dix degres du tbermom^tre de Reaumur valent a5 • 16 

Par consequent 5* donnent 6.948 

Ainsi a i5* de R^umur repondent. ...... 4i5.4o8 

Mais on a eu . 4a3.3o 

La difierence est donc. . . + 8.g. 

L'alongement de laV^gle de platine, pour une 

partie du thermomdtre metallique, est (arL i45). 0.92 45 

L'aIongement pour 8^9 parties s= 0,9^45 X 8,g. . c= 8.aa8. ^ 

Ces parties sont des deux cent-miili^mes dc la 
rigle ; en les multipliant par 5oa 1 , nombre des regles, 

on aura pour la reduction totale a 1 5' de Reaumur , o',a4857 

Avec cette correction, la base. 6075 ,64646 

donnera pour la base reduite k la mer, a i5% et 

a une ligne droite 6075 ,89505 , 

DilFerence de la corde a Tarc 87 , 

Arc de la baae. , , 6075 ,89590* 

' I. a8 
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Cette yaleQr e&t donn^ en partie d^une toise qoi seraif egale an 
huitiSme des quatre regles. / 

Le96 noyembre 1798, apres avoir mesure la baae deFerpignan, 
Texc^s de ^ette toise mojennesurla toisen* 1 , etait de 0,00000. 10; 
lareduction sera donc 0^00000.1x6076= ... 4. 608 

6076', 89690 

Baaer^oite. . . 6076,90198. 

On en nombre rond, 6o75',99 a cause des petites erreurs ineyitables 
dans raiignement et Tepaisseur des regles. 

II est evident que par la mani^re dont on a mesure la base, cbaque 
r^Ie ou les deux toises formaient a la sur&ce de la terre deux tan- 
gentes d'une toise chacune. Or, la somme de toutes ces tangentes 
ayant ete prlse pour Tarc cwrespondant, on a necessairement com- 
mis une erreuc; maia cette erreur eat*eUe aensibie? c'est ce qu'il 
a'agit de savoir. 

Soit ^ un arc terrestre dont le rayon est i{; on a ^ comme l'on sait, 

= to, ^ - J ^ + i 2^ - etc.; 

a^rie qui donne 1'arc A en toises, si la tangente est donnee en nnites 
de cette espece. Mais, dans ta supposition actuelle^tang^ = i'^ oa 
a dcmc simplement 

Cette difference entre la tangente et Tarc d^t ^tre multij^ee par le 
hombre de toises contenues dans kbase, c'est4-dire par 6076*; ainsi^ 
a cause de log ii = 6,6i4o6 a tr^ peu prSs, l'on a o',oooooooooi 89 a 
retrancber de 6076^90198, pour avoir le yeritable arc de la base. U 
est donc toujours permis de negliger cette correction. 

A la rigueur, cette base etant un arc du spberoide terrestre , se 
trouye dou^e d'une double courbure , qu'on peut neanmoins con- 
aiderer comme nuUe. Nous reyiendrons plus tard sur ce sujet. 

Le grand Caneyas trigonometrique de la nouyeUe Carie de France, 
qui doit ^tre execute par le Corps royal des Ingenieurs-Geographes, 
ae rattachera non-seulement aux bases de Melun et de Perpignan 
mesurees par M. Delambre, mais encore a celie d'£nsisheim , pres 
Colmar, mesuree par M. Henry, ainsi qtfa trois autres pour les- 
quelles on emploiera pareillement ks r^gles de platine. 
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CHAPITRE X. 

Du calcul dee iriar^ks ^-et de-quelques problemes de 

Geoddsie. 

i48. PuisQUE les bases mesufees et reduites a une mSine surface 
de niyeau sont ou peuyent Stre considerees comme des arcs de grand 
cercle dela spMreterrestre, et qu'elles .sont liees a la chaine des 
triangles, de maniere a en representer les c6tes principaux, il serait 
naturel de calculer ces triangles par la yoie de la Trigonometrie 
spherique; mais leur courbure etant peu sensible, on peut aussi les 
traiter comme des triangles rectilignes^ en faisant toutefbis usage da 
theorSme de M. Legendre, demontre a Tart. 100^ ou bien substituer 
a ces triangles spheriques Les triangles rectilignes formes par les 
cordes qui soutendent les cdtes. Exposons successiyement ces trois 
mani^res. 

Resolution des triangles geodesiques consideres comme des 
triangles spheriques. 

i49« Lorsque les angles de position d'un reseau du premier ordre 
sont reduits a Fhorizon de leurs sommets respectife et au centre, 
qu'its sont corriges de rexcentricite de la lunette inferieure et des 
phased des signaux, s'il y a lieu^ la somme des trois angles d'un mSme 
triangle doit exceder deux augles droits d'une quantitc qui^ en faisant 
abstraction de Terreur totale des obseryations, est uniquemeot due 
a la courbure de la Terre , et est precisement egale a la surface du 
triangle reduite en secondes (art. loo). Pour resoudre les triangles 
de cette esp^ce par la r^gle des quatre sinus (art 5S), il faut 
d'abord degage^ les angles d'un mSme triangle de rerreur des ob-- 
seryations. 

Dans les operations feites ayec beaucoup de soin, il est rare que 
Terreur du triangle aiUe a 4" sexagesimalesj et quand les triangles 
sont bien conditionnes, cette erreur n'a aucune influence sensible 
fiurlesc6t^s. 

Parexempie) choisissons le 43* triangle de la Base duSysteme 
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metrique decimal, dans lequel la distance de Lieursaint a Melun 
est la base mesuree , et cherchons , au moyen de cette base et des 
trois angles, les deux autre c6tes, 

II faut passer prealablement des aQg|es observes aux angles spher 
riques. Or, on a, tom. I, pag. 524. 



NOMS 


ANGLES OBSERVES 


des stations. 


reduits. 


Malvoisine 


4o* 36' 56" ,81 


liieursaint 


75.39.29 ,81 


Melun .... 


63.43.35 ,79 




i8o* d o",4i 



Exces spherique ... -j- o ,49 
Somme des erreurs. • . — o ,08. 

Dans ce table^iu, les angles observes reduits sont les angles de 
position reduits aucentre et a rhorizon; leur somme = i8o'o'o",4i : 
Fexces spherique delermine par la methode de Tart. 100, ou ainsi 
qu'il sera explique plus particuli^renlent a Farlicle suivant, est 
de o'',49; Terreur du triangle est donc o",o8. En la reparlissant 
egalement sur les trois angles, on aura ce nouveau tabieau. 



NOMS 
des stations. 


ANGLES SPH^RIQUES. 
^ 




lOG. SmvS DES INGLES. 


Malvoisine 
Lieursaint 
Melun .... 


4o* 36' 56" ,84 
75. 39.39 ,85 
63.43.33 ,8a 


ui 

B 

C 


9,81 356 99297 
9,98625 011 oa 
9,95a64 13944 




i8o» 0' o",49 







Faisant usage de la notation de Part. 54, le cdte a sera connu; 
ainsi, par la regle des quatre sinus, on aura ces deux proportions 
pour determiner les deux Sutres cotes 6, c, 

sin : sin JJ :: sin a : sin 
sin ^ : sin C :: sin a : sin c. 

Mais clles supposent que la base a, donnee en melres, est un are 
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de gratid cercle reduit en pardes de Funite ou du rayon des Tables. 
On peut cependant exprimer en metres le sinus de a, et pour lors 
sin b et sin c seront donnes en pareille mesure. En eflfet, lorsque le 
rayon esl Funite, on a 

8inx = 5c(i-f + -^-....); 

mais lc rayon de la Terre etant designe par / , Ton a 

smx = :v(i-^ + YiS^-....> 

Sin X sera donc donne en metres, si Tarc x est lui-m^me exprime 
en unites de cette esp^ce. De la 

log sin ^ = log X + log (i — , 

— logx — -^, 

cn negligeant les autres termes de la serie, qui sont toujours insen^ 
sibles dans la pratique de la Geodesie , et representant par M ie 
module 0,434234. 
Si Fon designe par D le degre moyen et par tt la demi-circon- 

ference d'un cercle dont le rayoa est 1 , on aura / = i§lj£ ^ et par 

suite 

log sin 5c = log X ~ (f) (^y 

M . Delambre, qui le premier a fait usage de cc procede, et eyalui 
tous les cdtes de ses triangles en toises, a suppose D = 67020^ 
On a aussi en parties du rayon 

cosx = i— 

de la 

(co8*)^=(i— — y» 

ct 

log sin « = log X + i log cos X. 
Pour application, soit, comme M. Delarabre, « = i4o88',a858} 
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en conrertissaiit cet arc en secondes, on aura, d^apr^staTaleor deD 

ci-dessas, 

log X = 4,14886 
log 36oo"= 3,5565o 
c.log 57030 =5,a4397 

log jf" = 3,94915, d'ou 5c" = i4'49",5; 

puis, par les Tables de Tlacq, a 10 decimales, on aura 

log i^oSB^.aS^e = 4,i4885 84ai8 

+ i log co8 i4' 49", 5 = 9,99999 86559 

et enfin, log.sin x en toises. . . . . = 4,i4885 70757. 

Lorsque le sinus de x est donoe en mesures connues, et qa'on 
veut ayoir :i^de la inSme mani^e , on a, par ce qui prec^de , 

' Iog« = Iogsinaf — fiogcos*. 

Soit, comme ci-dessus, 

log sia X en toises = 4,i4885 70757 
i log cos jc = 9,99999 86559 

la log ac = 4,i4885 84ai8. 

La valeur de x. ou plutdt de a, dans le 45* triangle que nous 
prenons pour e^mple, est, «n^rc, 6o75',90oi, dont le log.sin 
= 3,785.61 oS^ai; ainsi, les deux proportions precedentes don- 
neront 

c.Iogsin^ = 0,18643 00703 0,18643 00703 

log sin a = 3,7856i oS^ai = 5,7836^ 03^31 

log sm B = 9,986a5 onoa log sin C = 9,95a64 13944 
log sin 6 = 5,95639 05536 logsin c = 3,93368 17368. 
Passant du sinus a Farc, comme ci-dessus, on a 

i = 9o4a',5559, c = 8369«, 1673. 
Cest ainsi que M. Delambre a obtenu tous les cdt& des triangles 
de la m^ndienne; mais il observe que l'on peut trisbien s'en taiir 
aux Tables de Callet, et resoudre dans tous les cas les triangle» 
:geodesique8, au mojen des logarithmes a 7 d&iuiales. 
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Loi^sqa^une chakie est terminee par deux bases, on est dans 
Pusage d'ea calculer chaque moitie arec ]a base qui en fait partie : 
alors on prend pour c6te dc jonction la moyenne arithmetique entre 
les deux resultats. Mais M. Delambre y pour ne pas laisser accumuler 
ainsi toute Terreur sur un cdte, aime mieux faire accorder exac- 
tement les deux bases^ en modifiant tant soit peu les angles des 
triangles. Cette maniere de repartir, tout le long de la chaine, Fer- 
reur entre unc base calculee .et mesuree , quoiqu^etant tout-a-&it 
arbitraire , ne donne lieu cependant qu'a des corcections qui sont bien 
en dega des limites des erreursprobabIesd'observation. M. Laplace, 
dans rouvrage que nous avons deja cite (art. iio), donne a ce sujet 
une methode certaine et toute fondee sur les lois de probabilite. 

Resolution des trixmgles spheriques peu courhes, par la 
Trigonometrie rectitigne. 

i5o. La methode par laquelle on ramene, a Taide du theoreme de 
M. Legendre, la resolution des triangles spheriques a celle des 
triangles rectilignes^ est generalement adoptee a\;ause de sa simplit- 
cite. Ainsi, pour calculer les difierens cdtes des triangles ABC^ BCDy.. 
(fig. 54) on 6te, de chacun des angles horizontaux de ces triangles, 
le tiers de Pexc^s de leur somme sur deux angles droits; apr^s 
quoi I'on applique successivement a chaque triangle le principe de 
Part. 49. 

Nous choisirons pour exemple un des triangles do reseau trigono* 
metrique qui a servi, en 18x6, d^exercice aux eldves du Corps royal 
des Ingenieurs-Geographes, savoir : le trianglePan^^o/i — Saint-- 
Martin-du-Tertre — Dammartin. Dans ce triangle, leseul cote de 
conmiun avec la meridienne de France est la distanee du Pantheon 
a Saint-Martin, laquelle = agflGg^jSo, reduite en arc et au niveau 
de la mer. Yoici les resultats des observations et des calculs. 



NOMS 


AlfGLES REDUITS. 


des stations. 


Dammartin (cath.) 


64^31 2e'5 = A 
61.5278,4 = B 
84.1598,2 = C 






aoo.ooo3''i. 
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Les angles reduits, rapportes dans ce tableau, sont ceux de po- 
sitionreduits au centre eta Thorizon (art. iSa et 129); leur somme 
etant de aoo* ooo3*,i, Fexces sur deux angles droits = 5*,i. 

Designant par A\ B\ C les angles moyens, ou les angles^,5, C 
diminues chacun du tiers de cet exces, on aura 



Angles moyens. 


Log sinua. 




= 64»3ia5' 


9,9378567 


B 


= 61.5378 


9,8596613 


C 


= 84.1597 


9,98641 5a 




aoo. 





Cela pose, le triangle ui^ 5, C suppose rectiligae, donnera, en 
adoptant la notation de Tart. loo, 

sin A' : sin B' *:: a : A, 
8in^':sinC' :: a :cj 

lescdtes h et c, c'est-k~^eDammartin-S'.-MarUn, etPantheon^ 
DamTnartin seront donc connus. Operant par logarithmes, on a 



c log sin 
log a 
log sin B' 


fl II 11 


0,0721455 

4,4664ia6 
9,8696612 


log b 




4,3982171 = 25oi6",o 


p log sin 
log a 
logsin C 




0,0721433 
4,4664 126 
9,9864i5ii 


logc 




4,6249711 c=s 55494%5o. 



II est utile, dans la pratique, de mettre de Tordre dans les calculs 
de cette espSce , et de les abreger autant quo possible. Voici comment 
les Ingenieurs-Geographes les disposent dans leurs registres. 
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SBS99SB999B9S9 

1 NOMS 
1 det 

1 fTATtOVf. 


ANGLES 

aiDUlTf* 


ANGLES 

•FftSaiQtJBS. 


ANGLES 

MOTSVS. 


LOO SIVUS. 


CALGUL 
des 
c6te8. 


COTiS 

cn 
MkTass» 


Damnianui Ccath.) 








9,9278567 


0,0721433 

9,d59(>6i2 


^a69f,3« 






79 


51,5378 


9,8596612 


4.398^»:» 


25oi6,09 












4,5385559 
9,98fi4'52 




St.-Maruii (dodier) 


84» »5. 98.« 


99 »1 


84, 1597 


9,9864i5a 


4, 52 f 97 II 


33494,30 


ExciU spb^qae. . . . 


aoo»oo63*,i 


900.0005 fi 


aoo,oooo 








5 ,6 












Somioe def errenrt. . 


-2,5 






• 







Dans ce tableau, les metres qui sont sur la m^me ligne qu'un 
angle, expriment la longueur du c6te oppose a cet angle, et ainsi 
des autres. La premiere longueur est toujours la base ou le cote 
connu. 

SiletriangIe-^5C(fig. 34) representait celui qu'on vient de cal- 
culer etqu^il fiitle premier du reseau, lesecond triangle aurait 
evidemment pour base le c6te £C, et se calculerait de Iara6me ma-> 
niSre que le premier triangle. £n allant ainsi de proche en procUe^ 
on arriverait au dernier c6te KL du reseau. 

i5i. Pour obtenir les angles spheriques dont on a deja ru Tusage 
dans Farticle precedent,il faut connaitre Texces spherique de chaque 
triangle; d'ailleurs cetexces meta meme d'apprecier la sommedes 
erreurs des observations. On le determine ainsi qu'il suit. 

Par Tart. loo, Fexces spherique« =^-, s denotant Faire du 
triangle que Ton consid^re, / le rayon de la Terre, et JS"= -^^7^ 
le nombre de secondes contenues dans le rayon. Or^ on a 

ab sinC ^ . ^ « « 

s 5= — j — , et, par ce qui precede , 

C = 84^,1598 , 
log a = 4,4664i, 
log b = 4,39822; 

mais avant d^eyaluer i, nous remarquerons que ^ est unequantite 
1. 99 
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coDataDte , dans laquelle / et JS doivent etre exprimes par les m&nes 

unitcd qui ont ete choieies pour la meaure des cotes et des angles dea 
triaDgles. Ainsi, pour avoir le logaritbme de Texoes spherique € 
exprime en secondes, au iogarithme de Faire du triangle on ajou- 
tera la quantite 

log i? ~ alog /. 

Si Yon part des anciennes mesures et de la division ducercle en 36o*, 
on aura 

log / = 6,5 i4o6 ^ log = 5,3i443 , 
. log — alog / = 2,a865o. 

Si Ton fait usage des nouvelles mesures et de la division du cercle, 
cn 4oo', 

log / = 6,8o388, log K — 5,8o388, 

logi? — 2i0g/= 2,19612, 

Enfin, si les cdtes du triangle sont exprimes enmdtres, etqu'on wor 
ploie la division du cercle en 36o*, on aura 

log i? — 2log / = 1,70667. 

^ La valeur ci*dessus de s etant calculee par les logvithmes, on 
aura , en ver tu des donnees precedentes , 

logi,ouo,5 = 9,69897 
sin C = 9,9864a 
log a = 4,4664i 
log h = 4,3982« 



log s = 8,55ooa 
logconstant = 13,19619 



log 6 = o,746i4 = 6',57J 

IVrxces spherique est donc td qoe Hndiqae le tableau ci-dessus. Or, 
la somme des trois angles observes etant de 20o',ooo5,i, i'errcur to- 
tale est de a',5; c'est la quantite dont il s^en faut que le triangte ne 
ferme exactemcnt Chacun des angles etant augmentedu tiers de a*,5, 
on a les angles spheriques cherches. 

II arrive souveut, quand le triangle a peu d'elendne, que la somme 
des erreursdesobservalions^ lorsqu'elie est negalive, surpdsse, ab^ 
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MractKHi; fiiilB du signe, Vexces spherique propre de ce triangle. Dans 
ce cas, la somme des trois angles observes est necessaireme^t 
moindre que ^oef. Neanmoins , Ton forme les angles spheriquea en 
corrigeant chaque angle du tiers de Perreur totale , si ies observations 
ont ete faites a chacundes sommets, dans des circonstances favo- 
rables; c'est en eflFet la repartition la plus avantageuse, comrae 
M. taplace ylentdek denaontrcr, dans son savant Memoire iusere 
dans la Connaissance des Tems pour 1820, et qui fait partie du 
second Supplement a sa Theorie des Frobabilites. Ceipeudanl si la 
mesure de tel angle merilait plua de confiance qae celle de tei autre, 
onmodifierait cetteregle derepartition, de manicre a faire supporter 
a Tangle le plus douteux la plus fbrte correction. 

162. Puisque Texces spherique du triangle udBC (fig. i5) est egal 

a la surface s multipliee par — , et que cette surface se compose de 

celle des deux triangles rectangles ^BD^ CBIX^ oir a, en ddsrgnant 
par s^y s^ ces deux triangfes partiels , 



mais, d'apr^s Fart. 100, 
donc, 



\ 



5' = t sin ^ cos ^ j s^' = a* sin Ccos C, 
= ^ sin 2^ , =^a^ sin 2C; 



^_ c* sin , a* sm aC 

Telle est la fbrme qtfil convient de donner a la vafenr de pour 
calcuter une tabie qui donne Fexces spherique en deubk parties. On 
entrera dans cette table avec chacun des deux cdtes en m^tres efr 
Tangle adjacent. Elle est comprise dans le Recueil de nos Tables, 
sous le n* IV. M. Delaiilbre Ta donnee en toises (Base du Systeme 
metrique decimal) j il a m6me fbrme une table a Taide de laquelle 
on a tout d'un coup Pexces spherique. J^en ai calcule une toute 
pareiile en nouvelles mesures ; on la trouvera aussi a la fin de cet 
Ouvrage, sousle n* V : pour s'en' servir, on cherche sur la carle 
dea triangles , et au moyen de rechelle, les nombrcs dc metres con- 
tenus dans leur base el dans leur hauteur , et avec ces deux nombres, 
pris pour argumens, on entre dans la tabie commedaus toutes celles 
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a doable entr^e. Quoique cette table s'arr^te aux nombres loooo eC 
€0000 , on voit bien qu'elle peut servir pour des nombres multiples. 

Designant par b la base, et par h la hauteur d'un triangle, oa a 
^yidemment 

Veut-on Faire usage des anciennes mesures, c'est-a*dire de la toise | 
et de la division du cercle en 36o*? dans ce cas, 

I 

log^^.= 1,98628, oubien «=o",ooooo 00096 66. bk. 
Veut-on au contraire employer les nouveiles mesures ? on a 

log — = 1,89609, ou bien € = o*,ooooo 00078 54 bk. 1 

! 

Dans rapplication de ces formules, il est suffisant d^exprimer les 
longueurs en unites de mille toises; ainsi, Ton a^ en secondes sexa-* 
gesimales, oudansla premiSre hypothdse, 

€ = o",oo9666iA; 

et en secondes centesimales , ou dans la seconde hypoth^e^ 

€ = o*,oo7864&A. 

Cest d'apres cette demi^re yaieur que )'ai calcule la table en 
question. 

i63. Pour donner une autre application de Texces spherique, 
resolvons le triangle geodesique dans lequel.on connait seulement 
Tangle Cet les deux cdtes adjacens a, sayoir : 

C = lao^^aS^^^ia, 
log a = 4,6869671, 
log ^ = 4 ,5434696. 

On trouvera rexcis sph^rique de ce triangle de ia',65; le tiers 4',aar 
^tant Ate de Pangle C, on aura Fangle reduit C = lao^^aBgago. If 
s^agit mointenant de resoudre un triangle rectilfgne dans lequel un 
angle est C , et les deux cdtes adjacens sont aeth, comme ci-dessus. 
Pour cet effet, Ton aura recoors a la methode de Tart 49, qui donne 
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liea aa Calcol saifant. 

log a = 4, 6869571 I.tang (<p — Sc) = 9, fliiogio 
c.log 4 = 5, 45653o4 1 cot^ C s= 9, 869 1844 

i C = 60 ,144645 — 7^,450177 

100 — i C = 39 ,855355 ^ 



39,855365 



5k 



= 47 ,5o553a 
B = 3a ,405178. 

Maintenant le troisidme cdte c s'obtiendra a Faide de Tequatim 

_ as in C 

log a = 4,6869671 
log.Bin = 9,9770601 
c.logsin -1:/' = o, 1696973 

logc = 4,853ai45j 

ct pour preuye de Toperation, on calculera comme s'ii etait in« 
connu; on aura en e&et 

log a + c.Iog sin = 4, 8556544 
LsinJB' = 9,6878162 

log h = 4, 5434696; 

ce qui est conforme a Tune des donnees du probleme. II resulte donc 
de ce calcul, et en ne supposant aucune erreur dans 1'obseryatioQ 
de Tangle C, que les parties du triaugle geodesique proposd, qu'il 
faiiait trouyer, sont 

A = 47',5o6964 = + g, 

B = 3a,4o56oo = + g, 
log c = 4, 8332145, ou c = e^iio^e^. 

i54. On peut toujours employer la methode de M. Legendre, dans 
les operations les pius delicates de la Geodesie y et dans le cas meme 
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ou les cdtes du triangle seraient d'un degre et demi/et pltis. Now 
donnerons lapreuve de cette assertion, en resolvant le plus grand 
triangle qui ait encore ete mesure; sayoir, celui qui fait partie du 
prolongenaent de la meridienne de France sur le territoire espagnoK 
Ce triangjo a pour sonnnets Iviza, Montgo , Desierto 55). 
MM. Biot et Arago.trouverent, toutes reductions fidtes, les angles 
spheriques suivans : 

Angle a Iviza = 59*5o'5o'',i8 = I 
aMontgo = 78. 4. q^^j = M 
aDesierto = 42. 5,36,38 = 

Somme = 180. 0.39,03. 

Lc cdte Montgo--Iviza etant de 56559 toises en arc, on peut cal- 
culer les deux autres c6tes dans deux hypotheses diflFerentes; d'abord 
en faisant abstraction de sa courbure, ensuite enle traitant comma 
spherique. 

1« SupposiTiON. Les angles moyens du triangle se trouveront 
en 6tant i3',oi , c'est-a-dire le tiers de Texces 39",o3, de chacun des 
angles spheriques^ ainsi, 

angle a Iviza = 59*5o'4o",i6 = J' 
aMontgo = 78. 3.56,47 = 
aDesierto = 42. 5.a3,37 =2?' 

Somme = i8o. o. 0. 

De la 

c-logsiniy = 0,1737341 0,1737341 

\o%MI =4,7525017 4,7525017 

log sin M' = 9 ,9905099 log sin r = 9 ,93684-79 

log ^ = 4,9167457 lo^DM = 4,863o837 

et par suite, DI = 82555',44 'dM = 7a959',8. 

L'exces spherique, sll a'etait pas connu, se trouverait ainsi qu*il 
suit : 

log cpnst. = 1 ,'98628 
log sin Jf = 9 ,9905 1 

log MI = 4 ,7525o 

logif^ = 4,863o8 

log. exces sph. = 1,59137 = 39",o3. 
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SupposiTiON. Le mojen le plus simple pour confirmer les 
resultats pr^cedens, est de resoudre le triangle par la methode rigoa- 
reuse de l'art. 149. Soit, pour abreger, la base donnee J^f = cTj on 
aura, dVipr^s le na^nie article, 

log.sin J^ = logJ^ — 

mais log Jtf' =s 9 ,63778 

log =s 4 ,76260 
= 4 ,76260 
c.log 6 = 9,2ai85 
ft.comp log f = 6,97188 

6,3565i = 0,0000217 
log = 4,7626017 

log sin / = 4,7624800 
c.log.sin D = 0,1737038 
log.sin = 9 ,9906165 

donc, sin !dJ = 4,9166993. 

Fassant du sinus a Farc^ on trouve, a cause de 

log = log.sin cT 4- 
sans erreur seneible, 

— = o ,0000462 
mais log sin DI = 4 ,9166995 

donc logj5/= 4,9167455 = 8265^',4. 

Ce resultat ne difierant du pr^cddent que de 4 centiemes de toise, 
et representantla yaleur du plusgrand c6te du triangle, ii estprouye 
par le fait, que la methode de M. Legendre est applicable en toute 
circonstance :-elle convient mSme a tout triangle g^od^sique ibrme 
par des lignes de plus courte distance, sur un spheroide quelconque 
peu different d^une sph^re, ainsi que ce celebre geometre Ta de- 
montre. Cette metbode est donc tout-a*fait independante de Tapla- 
tissement de la Terre, et par cela seul, elle nous parait aToir de 
rayantage sur celle que nous aitons expUquer. 
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Resolution des triangles rectilignes formes par des cordes de la 

sphere terrestre. 

i55. Lorsqu'au centre de chaque station les angles horizontaux 
sontrcduits aux angles des cordes (art. i3o), ces derniers, relatife a 
un meme triangle , et ajoutes ensemble , devraient donner une somme 
egale & deux angles droits; mais Fexc^s ou le deficit, qui repre- 
sente Terreur totale des observations , se distribue sur chacun des 
angles, comme dans la methode precedente. Quant a la ligne geode- 
sique,prise pour base et reduite au niveau de la mer(art. i44), on la 
remplace par la distance rectiligne qui jointses extremites (art. i43). 
De cette maniere , le premier triangle du reseau auquel cette base 
appartient, a pour sommets les pieds des signaux projetes suivauit 
la direction de la pesanteur, sur le prolongement de la surface de la 
mer. En resolvant donc ce triangle rectiligne, et calculant ensuite 
tous les autres triangles de proche en proche, tous ces triangles 
representeront les faces d'un poly^dre inscrit au globe terrestre. 
Telle estrune des methodes qui furent employees par M. Delambre, 
dans le calcul dc la meridienne , comme nous Tavons deja dil. 

Afiu de ne laisser rien a desirer a ce sujet, voici un tableau extrait 
de ceux de ia Base du Systeme metrique, tom. I. 





NOMS 
des stations. 


ANGLES 
obter?e't. 


EXCfeS 
tpkcrique. 


ANGLES 
ipheriqoes. 


ANGLES 
des cordes. 


ANGLES 
mojens. 


43 


MalToiiine 
Lieursaint 
Melnn 


75.39.39,81 
63.43.33,79 


— 0*13 

— 0,19 

— 0,17 


^oeSG^Se'^^ 
75.39.29,83 
63.43.33,82 


36^ 56*71 
39,29,64 
43.33165 


36' 56*68 
39a9»67 
43.33,65 




Som. det em 


iBo« V o"4i 
fuw — o"o8 


— 0,49 1 180. 0. 0,49 


0. Oy 


0. 0, 


44 


Montlhdri 
Malvoisine 
Torfou 


55»io' o"io 
43. 5a. 9,3i 
80.57.54*79 


— 0*14 

— 0,12 

— o,"7 


55»iy t-^iB 
43.52. 3,39 
80.57.55,86 


to' i'o4 
52. 3,27 

57.55,69 


lo' 1^03 
52. 3,25 
57.55,72 


SoBd. deacrrc 


> 79- 59. 57, 20 
W — 3, a3 


-0,43 


180. 0. 0,43 


0. 0, 


0. 0, 



La coiohne intitul^e angles ohserves, conlient les angles de posi- 
tion reduits a rhorizon et au centre. 

La colonne suivante , qui a pour tilre exces spherique, donne pour 
ehaque anglc horizontal, l'exc6s de cet aogle sur Tangle des cordos 
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correspondant; il se calcule par la methode de Tart. i3o, ou plus 
directement encore au moyen de la Table VI qui a pour argumens 
la somme jST + K et la difference K—K' des cotes qui comprennent 
Fangle a reduire. Les trois exces partiels forment rexcesspherique du 
triangle, tel qullse trouveraitdirectement par laformule de Fart, i5i. 

La cinqui^me coldnne s'explique d'elle-meme. 

La^sixieme colonne comprend les angles des cordes, qui s'ab- 
tiennent en dtant des angles spheriques les exces spheriques cor- 
respondans. 

Enfin, la demiere colonne donne les anglcs moyens qui servent 
pour resoudre les triangles spheriques, par le procede de Tart. i5o. 

A Taide de ce tableau, et de la base de Melun a Lieursaint , reduite 
a sa corde , on aura les elemens necessaires pour determiner tous 
les cdtes du reseau, soit par le procede actuel, soit par les deux 
precedens. 

La methode de reduclion au plan des cordes a et^ suivie pendant 
long-tems auDep6t de la Guerrej mais maintenant tous les registres 
geodesiques sont rediges conformement au principe de Tart. loo, 
qu'on appliquait comme par instinct, meme bien avant que M. Le- 
gendre en eut prouve la legitimite. 

Comme nous sommes entres dans assez de details sur cette ma- 
tiere, nous nous bornerons a observer que la longueur d'un des 
c6tes les plus eloignes de la base mesuree , doit etre le milieu entre 
tous les resultats qui deriveraient du calcul de differentes<:haines de 
triangles, auxquelles ce cdte serait commun. 

i56. Determiner la position d^un lieu d^ou ron apergoit trois 
points donnes sur la carte. 

Sidu point D (fig. 34), eleve au-dessus du plan ^BC suppose 
horizontal, on a observe les angles ADB^ ADC^ ainsi que les 
distances au zenit des points Bj C dont on connait les dislances 
respectives; on reduira a rhorizon les deux premiers anglcs, afin 
que le pointi? puisse etre cousidere comme le pied^de la verticale 
abaissee du licu de robservation sur le plan ABCy et pour lors, avec 
deux des distances horizontales -^^i?, BD^ CD determinees par le 
calcul, on fixera la projection de ce lieu; c*est ce que I'on va voir. 

Nommons )S, y les reductions a Thorizon des angles observes -^^Z?C, 
ADB. Soient en outre DA = Dy DB^D'y DCz=^D'\ angles 
I. 3o 
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ABD s= X, ACD =jK> adoptons, pourle triangle ^BCy 

la notation deFart. 47. 
Cela pose, les triangles u4DCj ADB donneront respectivement 

-r^ &siny cainx 

Z? = -7— Z?=— 7 J 

8in/3 ' siny ' 

d'ou 

i sin y sin 
csin/8 sin^* 

et par suite 

ainar + sin^^ _ isiny + csin^ j^-^^ tangH^+J^) _ &8iny , 
•in jp — sin^ 6 sin y — csin/S' tang 5 (x — csin/8 

6 siny 

Or, si par hjpolh^se on fait 
Pexpression precedente deviendra 

tangi(x— jy) — i — tanga — 

et si pour abreger on &it 

£=i(x--jK), fei(xH.jK)=2<«-i(^+/s+>) : (2), 

on aura 

tang . = ^-^Kx + y) ^^^^ / ^ ..x ^ 
tang(z + L") ^ 

6 etant connu, on aura sur-le-champ 

x = 5 + j^ = ^— « (3); 

changerait de signe si sa tangente etait negative. 
Quant aux valeurs de D, D\ Df' , il est evident qa'eUes seront 
donnees par les equations 



D = ^*^°JK csinx 

sin /8 sin y 

2J/ _ gsin(:r + y) a sin (y — C) 

i»in y sin (/8 + y~ 

/y/ ^ Asin (y+ /g c 8in(x— ^) 

sinOs + y) 



(4). 



Digitized by 



Googk 



LITRE TROISlfeME. aSS 
Cette 5oItttj6n> que Fon doitaM. Delambre, n^exigela construc- 
tion d'aucune figure ; elle noua paratt la plus simple et la plus com* 
modede toutes celles qUe Fon pourrait donner du meme probleme* 
Quoiqu'il soit aise de se rendre compte des changemens que les 
formules ci-<tessus eprouyent sulvant la position du point D a Tegard 
du triangle ^BC, nous ferons cependant les remarques suivantes : 
x\ 91 le point ^ etait dans rinterieur du triangie ^CD, on aurait 

5=a^-iC4^-^ + ^ + >) = — 

c'est-a-dire qu'il faudrait prendre le complement a 4 angles droits de 
Fangle ^ du triangle ^BC; 

a*. Dans la meme circonstance , il &udrait mettre x-hB et y-f - C 
dans les valeurs de 2?" et de i?', parce que les angles JB, C seraienl 
exterieurs au quadriiatere DBAC^ au lieu de lui Stre interieurs 
comme dans le premier casj 

3*. Lotsque le point D sera dans l^interieur du triangle ABCy la 
somme des angles observes fi+y, surpaseera necessairement deux 
angles droits; 

4*. Si le point D etait plac^ sur la ligne BC=ay la somme fi+y 
yaudrait precisement deux angles droits, et Ton aurait 

sin/3=sin>', tangz=|; 

£ serait la difference des angles connus C, et alors 

x = 5, y==iC. 

Dansle mdme cas, on aurait 

jy — — ^^'^P jyt — — <tsm o ^ 

sin o ^ ~ sin o ' . 

expressions qui laissentZ^' et ZT^^iodcterminees; ainsi, ces distances 
ne pourront Stre calculees que par les formules 

siny ' 3iny ' 

5*. Enfin, si x +y = a^, on a sin jc = sin/, et pour lors Fequa- 
tion — T = ;r— se reduit a — — = i. Quant a l equation • 

— "^ - =2^ — elle donne, dans la m^me circonstancei 
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T (•^+ /3 -I- j.) = 11 , d'ou j8 + 7.= a<i — ^ : propri^te qai appar- 
tient au quadrilatere inscrit. Ainsi, les quatre points D, C, B 
elant sur ime m^me circonference, le probleme est indetermine. . 

Ce probl^me est non-seulement utile pourtrouver les positions des 
points secondaires d'une carle, et savoir d'avance si Templacement 
d'un signal que Ton se propose d'etabiir , donnera des triangles assez 
bien conditionnes, mais encore pour determiner les distances qui 
servent d'elemens dans les reductions des angles que Ton aura obser- 
ves pres de ce signal : passons maintenant a son appllcation. 

TYPE DU CALCUL. 

Supposons que les angles observes en D et reduits a rhorizon 
soient 

jS = 57',63io 
= 60 ,12535 

ct que dans le triangle ABC 

A = 86^,5406, 
log 6 = 4 ,0211893, 
log c = 4 ,1702617^ 

on aura 

>rf = 86^3406 lo6c= ^,1703517 

^ 4. y = 97 ,8845 / ain /8 = 9,74^0735 

^ 4. ^ + y =184 ,afl5i *^^"^P- '^S * = 5,9788107 

i(^ + /5 + y) = ga ,iia55 comp. logsin y = o.o^^^^i^ 

S = 107 ,88745 logtan6*= — 48^9694 = 9.9869370 

f — 8 ,32976 

X oq ,66760 ^^^COt 98,9694 = 8,2093327 

' 13 /.tang S — 0,9047133 

V 116 ,11721 , ^ ^ ^ ■ 

^ 37 ,63100 logtaiigi = - 8^,22976 = — 9,1139360 

y+fi.. • . . i55 ,74«fl>" 

a? 99 165769 

y 60 ,2535o 

X + Y. ... 169 ,91119* 

On a marque du signe — la tangente de €, parce qu'elle resulte du 
jiroduit de deux facteurs aflFecles de sign^s diflPcrensj en effet^ la 
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tangente d'un angle aigu est positiye, et ia tangente d'un angle obtus 
est negative. 
Ensuite, 

log A = 4*0211893 log c = 4>i702Si7 

logsiDjr = 9,9869308 /.sin x = 9,9999937 

c.logsin/3 = 0,3539265 c.logainy = 0,0907911 

log D = 4>a6io466 = 18040,92 log Z> = 4*2610466 = 18240,93 

log c = 4/I702617 log b = 4>o»ii893 

logsin(x+y) = 9,7700614 /.sin(j^4-/8) = 9,8233470 

c.logsiny = 0,0907911 c.logsin/8 = 0,2639265 

logD' = 4,0311043 = 10742,47 logD" = 4,0974628 = 12615,92 

U conviendra de calculer ZJ' et 2?" par les autres formules (4), ce 
qui servira de verification ; et si i'on desire avoir ces distances 
avec plus d'exactitude , il faudra employer les logarithmes avec 
8 decimales. 

On determine encore la position du point D par une construction 
qui dispense de tout calcul , puisqu'il ne s'agit que de decrire sur 
AB et des arcs respectivement capables des angles observes 
7 et /3 : sur quoi, voyez la Trigonometrie de M. Legendre, ou celle 
de M. Lacroix. 

157. Trouper la p/us courte distance de deux lieux dont on 
connait la longitude et la tatitude geographiques. 

1?. On demande la plus courte distance de Paris au cap de Bonne- 
Esperance? 

l)'apres la Connaissance des Tems ^ latitude de FObservatoire 
royal de Paris = 48* 5o' i4" , complement ou 
colatitude c = 4i* 9' 46" 

Latitude australe du cap dc Bonne-Espe- 
rance = 33*55'i5"; de la, distance au pole 
boreal b = i25-55'i5'' 

Longitude orientale du m^me point, comp- 
tee de Paris ^ — i6-3'45". 

Soit donc A le p6le nord, B Paris, C le cap de Bonne-Esperancej 
on aura, pour resoudre le triangle spherique ^BCy dans lequel on 
connait deux coles et Tangle compris , les deux formules de Tart. 76, 
savoir : 

. tang (p s= tang c cos 
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COS C /1 ^ 

cos a => C08 (b — (p). 

Operant par logarithmes, on a 

log.tang c = 9,941 654o log cos c = 9,8767045 

log.cos ^ = 9,98270 55 c.logcos^ = 0,1169718 

log.tang (p = 9,9243595" '-c^s = 9,0274255 

(p = 4o^ 7"-7 ^% cos a = 9,0200996 

h = ia5.55.i5 a = SS^Sg^iG^S 

i — ? = 83.55. 7,3 
Verifions ce resultat au moyen des deux formules 
tang = tang & cos 

cos b f 

cos a = ? COS (C — (PO ; 

cos ^ V T / > 

tang b = 0,1723077 — cos i = 9,7466706 — 

cos ^ = 9,9827055 + ccMnp. C08 = 0,2416698 4- 

tang <p' = o,i55oi32 — ~ <P0 = 9^0^18590 ~ 

(p = — .55^ o'55''55 a = 9,0200994 + 

c = 4i. 9.46 a = 85^69'i6",8 

c — ^' = 96.10.59,55- 

II s'agit maintenant d'evaluer i'arc a en myriam^tresj ar, le quart 
du meridien <tant de 10000000 de metres, ona 90* =1000 ray- 
riametres; et puisque a = 85*,988, on trouve proportionnellement 
que a = ^55 myriametFes. 

2^ On demande la plus courte distance de Bordeaux aux iles 
Mispalu ( Nouvelle-Guinee ) ? 
Longilude ouest de Bordeaux, 2* 54' i4" 

Longitude est des iles Mispalu , 129 . 47 . 5 

Somme ou differ. des meridiens, ^ = 1 32. 41.17 

Latitude nord de Bordeaux,44^5o'i4"; colatitude, c = 45* 9' 46" 

Lalitudesud des iles Mispalu, o^ig^iS"; distance 

a^.P^le i — 90.19.15. 

Si donc dans le triangle spherique ^BC^ B'designe Bordeaux, 
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.Cles tl«8 Mispalu, A le p61e nord, on aura, comme ci-dessas, 
tang <p = tang c cos 





cos a =s 


dela 




tang c = 


0,0034677 4- 


COSw^ = 


9,83i2338 


tang^ = 


9,8337016 — 




— 34« 17' ao",i 




90.19.16 


b — f == 


ia4.36.36 ,1 



coa c 
- — - ■ ( 

COSf 



cosc = 9,8482477 
c.cos^ = 0,0829109 

cos (6 — <p) = 9,7543360 — . 

cos a = 9,6854946 — 

a =— * 6i* o'2o^i 



Cherchons ce resultat directement par la formule 

cos a = cos b cos c + sin & sin c cos 

1' 



tenne. 

log.cosfc = 7,748i546 — 
log.cos c = 9,8482477 

Ibg 1«"^ terme = 7,5964023 — 



2* terme. 

log.sin b = 9,9999953 
log.sinc = 9,85071 55 
log.cos.^ = 9,85i2558 
log 2* terme = 9,6819425 



1«' terme = — 0,0059482 
2* terme = — 0,4807753 

cos a = — 0,4847255 log cos a = 9,6854941 — . 

Ces deux methodes conduisent donc a la meme valeur de a; 
«insi , en procedant d'ailleurs comme ci - dessus , on trouve que 
a = ii8%9944444 = i522 ^ mjriamStres. 

- i58. Les trois cdtes d'un triangle spherique etant donnes, 
trouver les angles au moyen des logarithmes d dix decimales. 

Soient^ g^ h les cotes donnes , et G, H les angles cherches. 
Le tableau suivant fait connaitre ces trois c6tes, avec leurs log-sinus 
et log-cosinus tires des Tables de Vlacq. 



Cotis donn^s. 



g- 

h I 



76» 35' 36" 
5o.io.3o 
4o. 0.10 



Log-^inns. 



9,98800 07612 

9,88536 35668 
9,80809 26880 



Log-cosinilt. 



9,36622 78723 
9,8o648 17481 
9,88433 62983 
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Afia de donner un exemple Dumerique de la methode de Fart. loS^ 
nous calcuIeroQS la formule 

r, COS f — C08 flf COS k 
COS jP = , 

dans laquelle nous ferons ^ = — 22l£— pour lui donner cette 

^ coa g cos /I ' * 

forme : 

cos jP = — cot^cot h (i — u^). 

Or, par Farticle cite, i'on a 

Iog^ = log arfcr, 
log (i ~ = log (i _ a) :f rzb ~ (TII^ • T ^*^' J 

arretant cette serie au terme en r*, ainsi que cela est permis quand 
la difference r est tr^s petite; puis supposant que 

log (i — ^) = log (i — a) =p jR, et r^ = 
on aura evidemment 



enfin, prenant de part et d'autrele logarithme rulgaire, il viendra, 
a cause de^Jf = i, 

log = log a 4- log r' db 

TYPE DU CALCUL. 



log.coe/ 




9,3S5afl 78733 








-«-/.cosgcoa h 




9,69071 80464 








differen. log ji 




9,67450 98359 


yaleur approcbeea 




0,47263 


loga 




9,67451 30969 


I — a 




0,53738 


r 




o,oooco 33700 


log.< 




log a — r 


logr 




4i356o3 59 








— log(i — fl) 




9,73313 37 


log (i — a) 




9,73313 36559 


logr* 




4>6339o 33 


R 




+ 30343 


logc 




9,67451 31 






9,73313 56903 






— 33 


l.cotg cot h 




9,99736 18916 


log A 




4,3q84i 31 


log (— cos F) 




9,71938 75818. 
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Cette methode et cet exemple ont ete dounes par M. Legendre ^ 
dans la Connaissance des Tems de 1819. Des calculs semblables* 
conduiront a 

log cos G = 9,86933 39734, 
log cos^= 9,91728 6o3i3, 

et les tables citees fourniront , d'apres ces valeurs, les resultats 
suivans : 

F =^ i2i*36'i9",8639o, 
G — 42.i5.i5 ,46007, 
H — 34. x5. 2 ,77go4. 

On pourrait determiner le sinus de chacun de ces angles, deFpar 
exemple, en faisant ^ = cos*i^, et procedant comme a Tart 107. 
f^oyez au surplus le Memoire de M. Legendre. 

Pour donner une nouvelle applicalion de la formule generale d*in- 
terpolation rapportee a Tart. 106, je vais chercher rangle G, dans 
une table qui donne les sinus et cosinus logarithmiques de minute 
en minute; or, j'y vois que cet angle, donne par son cosinus, est 
compris entre 42*' 1 5' et^^^^i^^.En s'arretant donc a a =42°i5', et 
ayant seulement egard aux premieres et secondes diflFerences, on a 

log cos G = 9,86933 39724 = y 
logcos 42^*15' = 9,86935 97165 = ^ 
y JL -^- 2 57441. 

La meme table donne S^A = — 1 147947 , cT*^ = — 57 1 , A = 60" ; 
ainsi 

7i=-J^=o,2a4, ^i^cT-^^aaa, 



et plus cxactement, 

' — 1147725 



n=:=1^5Z^ = o,2243i; 



enfia 

G — ^ + /2;^=:42*i5'4-o,2243i X 6o'' = 42^i5'i3",4586. 
Si la table etait calculee pour des intervalles dc 10" comme celle 
de Vlacq, qul a pour titre, Trigonometria artificialis; on aurait 
precisement le resultat ci-dessus. 

31 
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CHAPITRE XI. 

JhL tracd et du calcul de la mdridienne terresin, et des 

perpendiculcures d cette mdridienne, etc. 

i5g. En concevant on plan par Faxe de rotation de la Terre, et par 
le zenitd^un lieu de sa surface, ce pIan,prolonge jusqu^aux limites 
de la sph^re celeste, y tracera la circonl^ence uo grand cercte qai 
sera le meridien de ce lieiL Toua les points de la surfiice de la T&ve 
qui auront leur zenit sur cette circonferenoe seront fious le meme 
meridien celeste, et ibrmeront le meridien terrestre cofrrespco^t. 
Yu rimmense grandeur du ra jon de la sph^re etoilee » les verticaies 
de tous ces pointfi peuvent etre censees parall^saa plan du mendiw 
celeste : on peat dooc deSnir le meridien tm-estre une courbe formiee 
par la jonction des pieds de toutee les yerttcales paraUeles au plan 
du meridien ceieste. Cette courbe s'ecarte de ce plan» m la Terre eat 
vn spheroide irregulier, et alors elle esta double courhure; mais elle 
est toute entiere dans ce plan, si ia Terre est un solide de reyolution; 
car toutes les normales a la eur&ce de ce aolide rencontrant Faxe 
de rotation , celles qui passent par les pointa de la courbe generatrice 
sont necessairement dans le plan de cette courbe, et par conse- 
quent dans celui du meridien celeste. 

Siy par le moyen d'une lunette dirigee vers le p6Ie eleye, etdoDf 
la propriete est de se mouvoir exactement dans un plan yertical, on 
place au loin yers le nord et yers le midi deux signaux dans Faxe 
optique de cet instrument; puis si Fon transporte la lunette a Tuo 
de ces signaux, et qu'on la dirige sur le premier lieu de Pobseryateur 
pour faire placer d'autres signaux de la mSme mani^re, et ainsi de 
suite , la ligne menee par tous ces signaux sera la meridienne ter- 
restre, a laquelle on donnera autant d'etendue que leterrain pourra 
le permettre. 

Au lieu de tracer eflectivement cette ligne sur la sur&ce de la 
Terre, on emploie une construction qui foumit le m£me resultat : 
yoici en quoi elle consiste. 
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Soit ^BCDE.... (fig* 54) une. chdiie de triangles etendae dans 
le sens du meridien, et dcmt ks. cotes^ calcnles par la methode de 
Tart. 160, sont de tres petita arcs du spheroideterresb?e.Supposons 
que Ton connaisse par robservation Vazimut ou rinelinaison du 
cdte ^C mv lepremier cdCe u^j9f de la meridienne^alors on trou* 
yera , par la Trigonometrie^ le point M ou cette courbe rencontre le 
c6te BC. Les points B^ C etant dans un meme plan horizontal, 
la ligne u^Mserei de meme dans ce plan, et representera par cou'- 
sequent une tangente a lasur&ce de la Terre; mais le prolonge* 
ment MM' de cette ligne se trouvera aa^-dessus du plan du second 
triangle horkontal si donc^ sans changer Tangle CMM'y on 

rabat la ligne MM' sur le plan de ce second triangle en la fai« 
sant tourner autour de jBi^ coonne axe^ le point M' decrira un tres 
petit arc de cerele qui pourra ^tre conaidend commB une droite 
perpendiculaire au plaq iSCLD; ainsii^ Fopecation se reduit a plier le 
cdte MM soiyant une verticale , et a calculer la dlstance ^M' ponr 
trourer la positlon du point Jf'. £n pliant ainsi de proche en proche 
les parties de la meridienne sur lestriangleshorisontaux corresponp' 
dans, on aura> rPaide du carcul, la directioniet la longueur de cette 
meridienne^ dfepuis une extmnite de* la chatne des triangles ]uaqu'a 
Pautre. 

Nous ferons remarquer a cet egard, que Ton emploie les angles 
spheriques-de chaque triangle, c^wt^a-dire les angles horizontaux 
corriges chacun du tiers dfe la quantite dont leur somme difi^re de 
deux angles droitd plus Texcte spherique (art. i5i). Ainsi^dans le 
premier triangle partiel u£CMyOn connaitra les deux angles.^, C| 
le premier est'I'azimut supposeobserve avec une grande precisioui 
et le second est un des angles spheriques du triangle ^BC. Au mojen 
de ces deux angles et du cdte ^Cconnu, Ton evaluera, par la me- 
thodedel^rtide cite, Texc^ ^herique «du triangIe^CJf,elIe troi- 
sieme an^e spherique Jlf sera = aoo^ + 6 — ^ — Cj alors, dtant j c 
de chaque angle, leur somme sera redQite a deux angles droits, et 
Fon pourra, par ce moyen, proceder, comme a I'art. iSo, pour de- 
terminer le cdte uiMti le segment CMy c^est^anlire que Fon aura 
cesdeux proportions: 

sin (aoo^ — ^ ~ t;+ f <) : sin (C — i :: AC : j4M. 
sin (300' — ^ — C-+-|€) : sin (-^— \ e) :: ^C: CM. 
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Si Pon traite de la meme maniere le triangle u^BMd^m leqael les 
angles spheriques^,\B seront connus,on obtiendra le segmentiS^, 
ct, en Pajoutant a CM^ la somme devra ^tre egale a BC determine 
directement. 

II est evident que le second cAte MM' de la meridienne se d^ter- 
minera par unprocede tout pareiI,puisque dans letriangle BMM' 
Ton connaitra le c6te BMet les deux angles adiacens B, Jkfj mais 
la resolution du triangle ABM donnerait immediatement AM'- 
Four abreger ainsi le calcul de la meridienne^ il iaut faire un choix 
de triangles bien conditionnes (art. 109). 

Quant a la partie MM' qui se trouve exterieure a la chaine de$ 
triangles , on pourra Tobtenir ainsi qu'il suit : on prolongera CD 
jusques en JV, afin de former le triangle MQN danslequel le cote CM 
et les angles C, Jlf seront connus, et Ton determinera, comme ci*dessus» 
les c6tes MN^ CN et Fangle spherique N. Ainsi, dans le quadrilalere 
spherique NDFM\ Ton connaitraks trois angles, DNM' supple* 
ment a deux droits de CNMj NDF supplement a deux droits de 
CDFy et DFM' supplcmenta quatre droits ieDFEi^EF&+'GFH: 
on pourra donc resoudre le triangle DNFj c'est-a-dire determiner, 
par la methode exposee a Tart. 1 53 , les angles spheriques DNFy DFN 
et le cote NF, diagonale du quadrilatere propose. II resultera de 
cette determination, que dans le triangle NFM" Voa connaitra le 
c6te NF et les deux angles ad^acens, savoir Tangle FNM'^ 200^ 
— CNM-- CNF, et Tangle NFM' — DFM' — DFN^ ainsi Toa 
pourra calculer les cotes NM' et FM"^ passer de la a la determina^ 
tion de M'M'^ a Taide du triangle M'HM^^ qui ofinFa pour donnees 
le cAte M'H=^FH — i^Jf"et les angles spheriques adjacensjlf'^ 
M'^HM"i enfin, arriyer a rextremite jjf^* de la meridienne. 

160. Une Kgne tracee ainsi qu'>l vient d'^lre dit, ou deduite des^ 
mesures trigonometriques, par le mojen que Ton vient d'indiquer, 
se nomme ligne geodesique ^ elle a la propriete d'etre la plus courte 
que Ton puisse mener entre ses deux extremites sur la sur&ce de la 
Terre, et elle y mesure par consequent la distance itineraire dea 
lieux ; c'est ce que Ton demontrera plus bas.. A la rigueur, cette 
courbe differe un peu du meridien terrestre, et c^est un feit dont il 
est facile de se rendre raison; car pour que la ligne que determinenf 
les operations geodesiques coincid^t avec le meridien terrestre, il 
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^udrait (fde les verticales des points Jf, ilfS M^' fassent paral-* 
l^Ies au plan da meridien celeste; c'est^-dire a celui qui passe par 
la verticale du lieu ^ et pw Taxe du monde; circonstance qui n'a 
paslieulorsque laTerre n'est pas un solide derevolution. Cependanty 
dans Tetat pictuel des choctes, la difiference entre les deux courbes 
dont il s'agit est si petite, qu'il est inutile d'y avoir egard* 

161. Havitenaat, si Fon imagine un cercle perpendiculaire au me-^ 
ridien celeste, et passant par la yerticale du lieu de robservateur, il 
representera le premier vertical de ce lieu. La suite de tous les points 
de la sur&ce de la Terre qui auront leur zenit sur la circonference 
de ce cercle, formera la perpendiculaire a la meridienne, que Toa 
tracera absolument comme la meridienne elle-m^me. 

Dans la sph^re, les perpendiculaires a la meridienne sont des 
grands cercles qui se coupent tous sur requateur, en deux pointa 
diametralement opposes; mais dans rdlipsoide de revolution, et a 
plusforte raison dans le spheroide irregulier, ces perpendiculaires 
concourantes sont des courbes a double courbure. £n efiet, ^oit ^ 
un lieu situe entre le p61e et requateur, et ^BB' (fig. 36) la perpen- 
^culaire a la meridienne Pu^i le premier c6te u4B de cette ligne 
sera dans le plan ^MB determine par la verticale et par le 
c6te ^B. De m6me le second c6te BB' sera dans le plah BNB^^BN' 
etant la verticale du pointiS : or, on verra, auchapitre sufrant, que 
CM> CN'y la verticale BN sera. donc inclinee sur le plan u^MBi il 
en sera de meme de la hgne BB' qui represente le prolongement 
de u^By plie suivant une droite parallele a BN. On protiverait pa*- 
teiUement que B'B' s'ecarte du plan BNB' j et ainsi de suite; donc 
les quatre points B'^ B'^ B"' ne sont pas dans un mSmepIan; 
donc enfin la perpendiculaire a la meridienne est en general une 
courbe a double courbure. 

QueUe que soit la nature du spheroVde terrestre, les paralleles 
a Pequateur sont des courbes dont tous les points sont a la mSme 
latitude : sur le spheroule de revolution^ ces courbes sont planes et 
circulaires. 

i6a. La situation d'an lieu est determinee, lorsque I'on connait la 
perpendiculaire a la meridienne, ou le parallele sur lequel il se 
trouvc; et sa positionsur cette perpendiculaire ou sur ce parall^Ie^ 
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Donc lorsque iom les triangtea qui fonbeot le caQeyaa d^ne carte 
geographique ontet^calcQles et orieat^sd^s^este&principes exposes 
precedemnient, on obtient lespositions respectivesdes acmmetsde 
leurs angtesy i^arle moyen de leurs- coordonoees ou de leurs distances 
h la mfridienne et a la perpendiculair^ du Ueu principal. Voici com-* 
ment on calcule oes distanees par la nft^thode de M. Legendre, et 
Iprsque les sommets des triangles s'ecartent peu de la meridienne. 

Supposons, comme ci-dessus, que les triangle»^J?C; BCD (fig. 34) 
fassent p^rtie unechaine queIconqaed'autres triangles dontles cdtes 
soient des arcs. de grapd cercle d'ime sphere ayant pour rayon la 
distance du niyeau de la mer au centre de la Terre , et que Ton 
tonnaisse par Pob^ervation Tangle C^X qui mesure Fazimut z du 
cdte u^C, ou son ipcUaaison par rapport a la meridienne ^X; on 
calculera, par la methode de Tart. i52, rexcis spherique € propre au 
iriangle reqtangle -<^cC, et Pon etabUra ensuite ces deux proportions^ 
pour trouver ^c, Cc, 

sin (ioo«^ — i fi) • cos (2 — | c) :: udf C: Ac^Xy 
810(100* — i€):ain(a — ii)::^C:Q? ^y. 

VazifOHt de est connu ioimediatenwnt a cause de 

jB^X= C^B — C^X;et, si oacalcule Texces spherique «'propre 
au tri^ng)^ uiiBM' , on auca 

^ Jf 'B = aoo^ — JI£'^B — -//Bitf' + fi". 

?our determiner lea cAbes A^MyBM^ il fittidra, cooraie upua 
Favona dfeja dit, 6ter de chacun des. angles^ spheriquejs du triangle 
:dBM' le tiera de 4% et Ton aur&ces deux propQrtion^: 

sin (aoc — ^ — B + f «') : sin (B -r- ^ e') : : : ^M', 
8in (aoo^ — - 5 + ^ fi^) : sin {A — iO :: AB : BM[, 

en designantrespectivement p«^', B\ts anglea spheriques Jtf'^:/^, 
ABM'. 

On connaitra donc dans chacun des triangles rectangles u4hB '^ 
M'dDj deux angles et rbypotenuse, c'est-a-dire tout ce qtfil faut 
pour determiner les cotes ^ft, bB, et M'd, dD. Donc les distances 
des points B,Z? ala meridienne^Xeta la perpendiculaire^rse- 
ront connues. 
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Traitant de la mSme mani^re le trian^e ^CiV oa M^Dlf^ pour 
avoir -t^iVet DN prolongement de CD, et ensaite le triangle DNF^ 
pour connaftre le c6te JVFet les angles DNF^ DFN^ il sera fecilc 
de calculer iea coordonnees du point F* 
La distance JF^t ies angles DFNy NFfilAnl connus, on aura 

JFP = 3 oo' — EFD — DFN — NFf, 

car tous les angles horizontaux autour d'uh m4me point de station 
valent quatre angles ^oits ; ainsi dans le trian^ rectangle /FP on 
connaitra deux an^es et un cdte; on pourra donc calculer Pexc^s 
spherique quilui c<Hiyieat i Tangle FPftt ks o^^fP^ FP. Resolyant 
ensuite le triangle rectangle eEPy on aura de mlme la position du 
point E a Tegard de la meridienne^Xet de sa perpendiculaire ^JT, 
c'est-a--dire les distances Ee^ Ae » AP *<- eP. U est necessaire^ 
arant tout, de figurer, d^apr^s P^chelle, la chatne des triangles 6b- 
serves, afin de voir^i ceux tels que ACN^ eEP^ etc. , que Ton forme 
pour fiiciUter le calcul des distances a la perpendiculaire et a la me- 
ridienne, n'ont pas des angles trop obtus ou trop aigus. 

Telles sont en peu de mots deux des methodes de calcul que Pon 
peut emplojer pour trouver la longueur d'une ligne geodesique quei^ 
conquecomprise entre deux points telsque^etX Mais en conside- 
rant laligne Ji/Xcomme une meridienne, on voit que I'on determine en 
mSme tems les azimuts d'un grand nombre de c6tes de la chaine; 
on peut donc verifier si les aztmuts conclus de la serie des triangles 
8'accordent avec ceux qui resultent de robservatioti. 

Nous exposerons plus tard une methode analjtique beaucoup 
plus commode que les deux prec^dentes, et applicable, soit a la 
determination d'un arc de meridien, soit a celle d'un arc de parallele. 

i65. Afin de donner un exemple dii calcul rigoureibt desdistances 
a la meridienne et a la perpendiculaire, supposons que A soit le 
Pantheon, et B Dammartin. Dans ce cas, Fazimut BAX compte du 
Bord sera z = 5i',4oo3, et le logarithme de la distance AB ou JC 
aera log K. = 4,5^4971 1. 

II s'agit d'abord d'evaluer Texc^s spherique du triangle rectangl« 
ABh\ or, on a (art. 100) 
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9 etant Paire de ce triangle ; partant 

10^^ = 9,69897 
alogX = 9,04994 
8in z = 9 ,85883 
cos z = 9 ,83973 

log ; = 8 ,44746 
log.cpnst. 3,19612 

log.excissph. « = o, 64368, e = 4",4oi 

dela z — f €=ss5i»,4oooo7, z — i«=5i',4ooi 55} 
et a cause de 

*= ^^^T^ = = «)C. + A c-. . 4 
^= ^^wj=^ = ^^T^^S^ = ^'to C^-i') C' + A . 

' on aura, en conrertissant Texc^s spheriqne en parties da rajon 

dans le fecteur [i 4- tb • • • ] j P^^^ satisfidre au principe de rhomo- 
i geneit^, 

log JT = 4 ,5a4g7i i . 4 ,634971 1 

f l.cos (z— •! €) = 9,8397211 l.sin (z — iO = 9,8688396 

logi*^ terme = 4,3646933 log 1« terme = 4,3838oo7 
dex, de^, 

log^ = 8,74473 8,74475 

alog € =3 1 ,38716 1 ,38716 

asini'' = 8,39334 8,59334 

log 3« terme = 3 ,78883 log 3« terme = a ,80795 
!j« terme = o",ooooooo6i6 3* terme = o",ooooooo643.' 

Ces seconds termes sont tout-a-fait insensibles; ainsi en s'en tenant 
aux premiers, on a 

X = 33i57-,53, y = 34i99-,i8. 

i64. Les gSographes emploient pour calculer les distances a la 
meridienne et a la perpendiculaire, un procede un peu plus com- 
mode et qu'il importe de faire connaitre, quoiqu'il ne soit pas aussi 
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rigoiH^eiix qae le precedent. Ils menent par tous les sommets des 
triangles des paralldles a la meridienne et a la perpendiculaire ; par 
ce mojen , les cdles de ces triangles deviennent les hypotenuses 
des triangles rectangles qu^iis calculenl en partanl de razimut connu^ 
et sans tenir comple de Texces spherique, parce qu'ils tonsiderent 
toiisles triangles de la chainc commc decrils sur une surface planc. 
Par exemple, laresolution des triangles reclaugles ^PM^ ^P'M'^ 
(fig. 57) donnera les coordonnees absolues xy, x'y' des points M^ M. 
La resolution du triangle jM'jM''6ferade niemeconnailre lesdistances 
relatires bM\ bM*\ et comme ies coordonnees absolues du point iM'^ 
sont jcy , on aura 



Pareillement, lorsque Ton aura calcule les distances dM!\ dM^^^ 
wx aura, pour coordonnees absolues du point M'"^ 



et ainsl du reste. 

Cest de cette aiamSre que les distances des lieux de la France « 
la meridienneeta la perpendiculaire qui passe par rObseryatoire de 
Paris, ont ete calculees par Cassini. Nous ne nous arr^terons pas a 
montrer comment on determine les angles aigus des triangles rec-< 
tangles MbM\ M'dM'". . • ou les angles d'incIinaison de leurs 
hypotenuses par rapport a des paralleles a la meridienne , parce 
que cette operation ne presente aucune difficuUe, des-lors que ron 
connait 1'azimut de depart ; mais nous ferons observer quo lorsquo 
Ton enregistre les distances a la meridienne ct a la perprndiculaire, 
il importe d^indiquer le sens dans lequel elles doivenl etre priscs; 
or, a cet egard, on peut adopter la convention etablie dans la thoorie 
des courbes, relativement aux signes; par exemple, admettre que 
dans la region sud-ouest, limitee par la meridienne el sa perpendi- 
culaire, les coordonnees y sont posilives. Alors lcs signes seront 



x'"z=^^F' + dM:', y' = F'M'' + dM'^^ 



donnes par le tableau suivant : 



Region sud-ouest. 
Region nord-ouest 
Region nord-cst.. . 
Region sud*est. . . 



— ^> + 

— — 
+ X, — j^. 
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Si, dans le calcul des distances a la meridienne et a la perpendi-^ 
culaire, on designe parX le cdte connu^ et par Z son angle d^incli- 
naison ayec le meridien d'une de ses extremites, compte du suda 
Fouest et depuis zero jusqu'a 4oo'^ on aura generalement 

en sorte qu'en observant la r^gle des signes de sinus et cosinus 
(art.46), on saura de suite a quelle region appartient x ety. 

Equations differentielles de la ligne geodesique, deduites du 

mode de son trace. 

' i65. Soient, comme ci-dessus , ABC^ BCD (fig. 38) deux triangles 
consecutifs d'un reseau, et AM= ds reiement ou le premier c6te 
d'une ligne geodesique quelconque, MM le prolongement de cette 
ligne.Si Ton prend MM^ds^ et qu'on le plie suivant la verticaleiW'^, 
au secondtriangle J5Ci?, on aura MNoxx ds' egal a ce prolongement, 
et cela a un infiniment pctit pres du troisi^me ordre; car i'angle 
MM'N= i etant considere comme un infiniment petit du premier 
ordre, on a, a cause du triangle rectangle elementaire M'NM^ 

ds' = ds cos i 5= ds (i — 5) = ds — ^—^ 

en negligeant les termes d'un ordre superieur a mais^ ds est 

une quantite du troisieme ordre; donc ds^ ^^dSj donc la proprieto 
d'une ligne g^odesique s resulte de ce que sa difierentielle ds est 
constante. 
D'un autre c6te, la normale 

M'N== ds bin i=:ds (i — ~^=:ids -^^dsy 

ou simplement M'N= ids; donc la normale comprise entre le pro« 
longement du premier cote de la ligne geodesique et la surface ter- 
restre est du second ordre. On remarquera que puisque la ligne 
geodesique ^MN est egale a la distance rectiligne AMM\ cette 
ligne jouit necessairement de la propriete d^etre la plus courte entre 
toutes celles que Ton peut mener sur la Terre, entre ses extre- 

mites N. En effet, ABM >AMM = AMN, mais 

ABM' = ABN k un infiniment petit pres du troisieme ordrej 
donc ABN>AMN. 
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Maintenant, soient x^y^ z\es coordonnees rectangles de rorigine 
de i'element rf^, ou du point-r^du spheroide terrestre; celles de 
rextremiteJIfde cet eiementaeront x -i- dx^y dy,z + dz, elles 
coordonnees du point M^y extremit^ du second element MM' ^ds, 
seront evidemment 

x + 2dx=Xy y + fidy=Y, z + 2dz=zZ. 

Mais nous venons de demontrer que la petite normale M'N^ ou la 
perpendiculaire au second triangle BCD est du second ordre ; par 
consequent elle peut etre consideree comme la diagonale d'un pa- 
rallel^pipMe rectangle dont les cotes seraient du meme ordre, c'est- 
a-dire ddx^ ddy^ ddz. Ainsi, les coordonnees du point ou du 
pied de cette normale, seronf 

x+2dx— ddx = XS^+arfy — ddy= Y\ z+^dz-^ ddz=Z'. 
Or,par latheoric connue des surfaces courbes (Traite e/ement du 
Calcul differentiel de M. Lacroix, ou mon Recueil de proposi-- 
tions de Geom6trie, fi« Wit., pag. Sg^), on a cn general, pour les 
equations des projections de leur normale, 

X'-X+p(Z'-^) = o, 

Y'^Y+q{Z'—Z)=o. 

p — q — etant des coefficiens aux diflfercnlielles par- 
tiellesj on a donc, pour le Cas dont il 8'agit, 

ddx + pddz = 1 (^) 
ddy + qddz = o J ^ 

Failleurs, lorsque u=f{x,y, z)=odesignegeneralemcntrequ<i- 
tiondunesurfacccourbej^elant le signe d une fonctionqueiconque, 
son equation differentielle est, comme Ton sait, 

mais, en supposantaussi l'equation de celte surface representee par 
z = ^ (x , jK) > in^me , pour son equation difPereutielle , 
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de la on tire aisement 

DnfiD, substituant ces valeurs dans les equations (^), il yieDt 

Telles sont les equations de la ligne la plus courte sur une surface 
courbe quelconque, puisqu^elles resultent de la propriete mSme de 

cette ligue. 6iiminant entre elles on a, pour troisi^me equa- 

tion de la plus courte distance, 

Ces trois equations seront donc celles d'une ligne geodesique, si 
u = o exprinie requation de la surface terrestre (voyez aussi dur 
ce sujct le Ca/cul des F^ariations, par M. Lacroix, ou celui de 
M. Francceur). 

166. Pourpremiere appIication,supposonsM25=JC*-f:y*-+-5^* — r^^o^ 
tfest-i\-dire considerons une sphere du rayon r ; ies trois coefficienB 
aux differentielles partielles seront evidemment 

(£)=^*' ©=^^' (S)=^^j 

ainsi, en divisant par ds chacune des trois dermeres equations pre- 
cedentes , on aura 

ds dT 

zd^x xd*z 

ds dr—^> 

xcPy yd^x ^ 

Puis integrant, ilviendra 

zdy — ydz = ^dSf 
zdx — xdz = Bdsy 
xdy — ydx = Cds) 
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^ySyC etant des constantes arbitraires introduites par Hntegration. 
£nfin,multipliant ces equations respectivement par x, --^, — z, qui 
8ont les coprdonnees courantes de la ligne geodesique que Pon con** 
sid^re^ ensuite ajoutant, on aura definitivement 

— By — =5 o; 

c'est, comme Ton sait, Tcquation d'un plan passant par 1'origine des 
' coordonnees ou le centre de la sphere. II suit donc de la qu'une ligtie 
depluscourte distance sur la Terre supposee spherique, estefiective* 
ment un arc de grand cercle. r^ous examinerons plus tard les pro* 
prietes d'une pareille ligne, lorsque u = o represente Tequation d^un 
ellipsoYde de revolution, ou d'un spheroide quelconque peu different 
d'une sphere. 

Representons par X', A" les angles que les rayons de la sph^re, 
menes aux extremites de la ligne geodesique , font avec le plan des xy, 
et par <p', les angles de leurs projections avec Taxe des x. SoienC 
de plus x',y, z', et x", y, z" les coordonnees de ces mSmes extre-: 
mites y on aura 

= rcosX' cos^' j y = rcos V 8in<p' , % £= rsinA'j 
flc" = rcos A"cos(p'', f = rcosA"sin^", z = rsinA^j 

et a cause de 1'equation precedente du plan, 11 viendra, par aub^: 
stitution, 

^ cos X' cos — cos A' sin — sin X' = o, 
^ C03 A" C08 — cos X" sin — sin A" s=a o* 

Si Ton suppose que la ligne geodestque, partant du plan des XZ, lui 
soit perpendiculaire, on aura iS = o, = o; ainsi 

^ = tangA', ^ = ?^, 

d'ou 

equation qui exprime evidemment uue des proprietes connues da 
triangle spherique rectangle. 
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CHAPITRE Xn. 

ReGherche des formules pour exprimer en fonction de la 
latitude differentes lignes de Vellipsoide de revolution, et 
applications de ces formules au spheroide terrestre. 

167. A.VANT de Dous assurer, par des mesures geodesiques, si la 
Terre est reellement un ellipsoVde de revolution, nous la suppose- 
rons telle. En consequence, soit C£ (fig. 69) le rajon de Vequateur, 
et P le p6le. Sipar le point^on mene ia tangenle AT a Tarc elUp- 
tique PAEy la droite AM^ perpendiculaire %\xxATy sera la normale 
en ce point, etTangle ALT= FATsereL la latitude ^Tdu point^. 

Soit de plus le rayon de Tequateur CE=:a^ celui du p6le CP=i j 
Fequation du meridien sera 

ay^ + b'x^ = a*i* (1), 

3C, y etant les coordonnees CjP, FA d'un point A quelconque. Or, 

il resulte des principes du Calcul differentiel, que le raj^ort ^ ex- 

prime en general la tangente trigonometrique de Tangle que la tan- 
gente a une courbe fait avec Faxe des jc j Ton a donc 

^ = cotfl-. 

D'ailleur8, en differenciant requation (1), il vient ^ = — ; ainsi 

_^^ = coti5r (2). 

Combinant entrc elles les equations (1) et (a), on obtient aisement 

^ ~ -L. n' rnt» /7 > J ~ 



+ a' cot* /? ' + a^^cof E > 

ou eliminant les cotangentes et extrajant la racine quarree , on 
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trouvc 



cos H sin H 



V/A^sin^^r+a^^cos» /**sin*£r+a*co8*£r* 

Mais si Fon designe par e le rapport de rcxcentricite de rellipse du 

a* 6* 

meridien au demi-grand axe, on aura 6* = — ; et si en outre Ton 

change les cosinus en sinus, dans les denominateurs des yaleurs pr^- 
cedentes, il viendra 

a^coaH g cos H 

^ ~ \/^^a- - b^) sin» H (I sin^ H)^ [ 

ft^sing J_ a(i— e')iing ) 

^ \/a^—i.a—b^)An^B (i —e-sin^J»)^ ) 

Maintenant designons par N la grande normale par iV' la 
petite normale ^L; par r la tangente par r' la tangente ^T^*y 
il est evident qu'on aura , a la seule inspection des triangles rec- 
tangles que presente la figure , 

X = ^COSjEf, y = T cos^f, 
x = r' sin jfiT, y z=z N' sin j 

partant, a cause des valeurs de x et^ trouvees ci-dessus, 



^•=-^ = ^ ,,r=y sec Sii^OtSi!!^ 

cos/i (, _e»8in«fl)* (i— e^sin^fl)^ 

2\r' = = "^'-'^^ T' = X cosec J3-= ^*^"*^ . 

(i— p»sm»J50* (1— e«flm'il)5 



on a encore 



sous-normale LF=N' cos J5r= «0-Ocoag 

(i — c*fin»£0' , 
« . TTrn • a (i — c*) tang fl" sin 

80us-tangente JPT= r sm Jar= — 2 — . — ^ 

(i — c»8in*£0* 

CL = x --ZJ^=-^<^-^, 

(1— c*sin*£r)* 

CM= CL tangJT= ^ ^^'^^^^ 

(1— e»sin»£0* 

Enfin, soit r le rayon ^Cde la Terre; on aura, par ce qui prec^de, 
r=VF+r = a\\-t^E^^' (6). 
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Cette derni^re raleur est susceplible de prendre une forme plus 

simple, et Toici comment. 

168. Si on imagine une sph^re paE circonscrite a rellipsoide PAE^ 
laquelle ait pour rayon celui dc Tequatcur; qu'on prolonge Tordon- 
nee jF!//jusques en a, et que par ce point Fon mene la tangente aT\ 
celle-ci et la tangente AT sc rencontreront necessairement au 
mSme point Tsur i'axe CX\ car, remarquons d abord que Tellipse 
donne 

et le cercle circonscrit 

y etant rordonnee aF\ de la 



et par suite 



Mais sous-tangente dans Pellipse =^ ^=.FT^ 

sous-taDgente dans le cercle =jy' ^= FT'\ 

dc plus, a cause de -2^ = on a {(y' = j par consequent 

Soit maintenant A 1'angle aCF^ et h i'angle ACF ou la latitude 
geocentrique du point on aura 

tang X = ^et tang As-^; 

divisant ces deux relations Fune par Fautre, on obtiendra definiti^ 
vement 

tans A 5= * tang X, 

D'un autre c6te, les triangles rectangles AFTy aFT domiaut 
FT^y lang H =y tang A, on a 

tangA = ^tangi5r (6), 
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tang hss^t 

sm* A = tang» a cos» a = _!ang^_ 

Puismettantpourtan<»»^ • , '"^^^^«"s*^' 

*^ ^"S sa valeur iliL^T » « • 

««= ^ - on a definit.Vement 



Parlant, Fa vaip,,^ ; 

3i«.piem;nt"^"^^^-<^--<Ie.,,esignee^ , . 

^ (^;, derient pi^s 



""r,r;i'^7r '''' 

Mais * = iy ^ 

— 2Sin ^COS If nn ^ 

on aura 



coosla„,e, '^'""''.^ oacutoi^-^-^f ' '^» "X-^i o„ 

1. ' ' «"PPosau, o-j: 



33 
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3 



_ . , _ '"^3^/ _ ~(i+cot*H)* _ — cos^c^ g 

— dxd-y'^ ~ ^ ^ ' 

£ir» dx* 2? 

Mais puisque ^ = cot H, on a, en difFerenciant, 

dx^ dx sin» // cix ' 

tt par consequent 

cosec H. 

dx 

Reste a trouver rexpression du rapport difierentiel or cela 
cst facile, car a cause de x = — acosH _^ difFerenciant, 

(i-pc*ain»J§r)» 

, ad.cosH iacosHJ.(i— c»sm*/0 —aQ—e^^nnHdH 

ax = r — 1 — — — — - ;j , 

(i— e»ain*/0* (i — c*sin*/l^)* (i — c"sin»£^)* 

Mais dans cette difFerenciation, x et ^Tsont supposees croilre en 
meme tems, au lieu que x croit quand la latitude H augmente; il 
faut donc changer le signc du second membre, pour avoir egarda 
cette circonstance : ainsi, rexpression cherchee du rayon de cour- 
fcure du meridien, sera definitivement 

a(i— c») , V 

/ = ^ ^ (9)- 

^ (i-c*8in* H)i 

Cest ce que Pon obtiendrait encore en se rappelant que, danstoutes 
les courbes du second ordre, le rayon de courbure est egal au 
cube de la normale N\ divise par le quart du quarre du parametre : 

or, relativemient a rellipse, le param^tre = 

Cherchons en second lieu rexprcssion diflerenlieUe d'un arc s du 
meridien, en fonction de la meme latitude , et supposons Torigine 
de cet arc a requateur, c'est-a-dire en E : dans ce cas s croitra 
lorsque x diminuera, et Ton aura evidemment 

ds=:~(dx'^dj'y ==— dx(i + 15)" — — dx cosec H: 

Substituant ici pour dx sa valeur precedente, il yiendra sur-Ie- 
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assz^ i — ^ (lo), 

£n rappirochatBtcette yafenr cle celle (g)) on remarqae cette relatkMl 
connQe d'aiUeur8^ 

170. On entead j^BBrnplatissemerit on elliptlcite de la Terre, sup- 
poseeun ellipsoide de revolution, lad^erence desdemt-axes a, 
celui de Fequateur etant pris pour unite j c'est-a-dire que Ton fuit 

• ^ a — b 

, ctz=z : 

a 

or, Faplatissemeat aet rexcentricite e sont lies Tun a Pautre par unc 
relation facile a trouyer. En^ffet^ oaa d^abord visibleirient ^={1 — 

et de ce que === —^5; — , pn tire outre ^ = 1 egalant cc» 
deux valeurs, b|;i obtient la relalion dont il s'agit, c'est-a-dire 
I~ aa — a» = ^\ ' 

On verra bientdl que^ e$t une quantite trSs petite, qiie Ton con- 
sidSre comme da premierordre; ainsi, le double de raplatissement 
est a peu pres egal au quarre de rexceutricite. Cependant, il est des 
geometres qui prennent pour aplatissement de la Terre, l'exces du 
grand axe sur le petit axe, pris pour unite. Soit cet exces; dans 
ce cas 

f a^b 



et comme il est d'usage de faire « = soit aussi = Alors a 
(;ausedft 

6 _ _ _ _ j_ 
a /71* 



oa a 



d'OU 771 = + 1. 

Au surplus, cette consequence est evidenle par elle-meme , car on 
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prend ordinairement pour representer le rapport des demi-axes de 

la Terre, deux nombres qui ne difierent que de Punite. 

Nous pourrions substituer Taplatissement a rexcentricite dans 
toutes les formnles precedentes, qmus elles seraient eyidemment 
moins simples, si Ton ne voulait pas y negliger les termes en a*, 
c'est-a-dire les termes du second ordre. 

Comme elles sont d'un frequent usage en Geodesie, rassemblons 
ici les principales, et designons par ^ ie-rayon du parall^le dont la 
latitude est auquel cas ^ = x ; on aura 

Kormale terzninee au petit aze , = — — 

(i— c»am*£r)* 

Normale terminee au grand axe, N^z=z — ^lLHlJ — j 

(i—u*siV »)• 

Tangentetermin^eaugrandaze, r — e^tangg^ 

(i— e*siV£r)* 



Taiigente termxnie au petit axb, 



ccot^ 



(i — c»din»fl)s^ 



Rayonduparallele, — €^cosH_ 

(i — e* sin* H)^ 

Rayon de oourbare du m^ridien; f — a (^i —e) 

(1— e-ain^JBr)^ 

Rayon de la Teixe, r = a fi — ^•Zf^f"!?^ \ 

\ i—c»»in» iSf / ' 

ou r =: a(j — ^»8in*A)»: 

W et X etant lies par Tequation tang A ss ^ tang H. Dionis du Se- 

jour et M. Legendre appellent A la latitude reduite, par rapport 
a la vraie latitude H. 

Enfin, ds etant la difl^rentielle d^in arc s de meridien commen^ant 
a Tequateur et se terminant a la iatitude H, on a 

DifF^rentielle di|n drc du miridien , ds = ^('— ^)^^ ^ 

(i— e«8m»£r)s 

Mais toutes ces formules peuvent efre mises sous une forme qui 
les rende susceptible d'etre developpees aisement en series : en effet, 
a cause de 
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1 — •»Mii»iI 



si Pon feit, pour abreger, n » j;:::^^? il s^ensuivra que =s Tip^t 
1 — ^ = T^^' consequent 



1 + /» 



par suite 

°('+") L,, = „ Y> 

(H-Boosafl)» a Vi + ncosaff/ 

\i + 11 cos aiSy ' ' a \i + n cosajEf/ 

Quant au rayon de la Terre, son expression devient, en redui- 

^ant au meme denominateur , et ayant toujours egard a ce que 

. ^ rr * — COS .ajy 



r z=z a 





or, en faisant encore ^^^. /z, et supposant de pla8< 



^O--) 

= 7i', on aura 

a 

71' = 

partant^ 



ct 



r — /» f ('4-»'co»ag) (i 4-«) l« /c»A 
— « \(, +„coi3£r)(i+i»')/ 
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CHAPITRE XIIL 

Developpemens en series, des formules precddentes. 

SERIES PONDAMENTALES. 

171. Ijor&qu'on cleVe au ((iMtrre chacunedes expressiofi^ finies 
des iignes de Fellipsorde de revolution, le deDominateur se compose 
d'une quantite de cette forme : 1 -i- n cos z; ainsi Ton peut se pro- 

poser de developper en general la fonction j-^p^— .ordonneesui- 

vant les cbwnus des multipka de Tangle z. Euier, dans ^ob Ckicul 
inte^ral, a resolu complelement ce probleme j mais la theorie des 
exponentieftes imaginaires conduit au but cPune mani^re beaucoup 
plus sftnple que cdle empioyee par ce grand geometre. En efifel| 
feignons que l'on ait 



u4,B, ^ etant des coefiiciens indetermineS) et c la base des loga- 
rithmes hyperboliqaes : or , a cause de cos z = ^ , on a 

^ ' ' ■ ■ — ;=r H ^ 



et si l'on reduit au meme denominateur les deux tennes <]u second 
membre de cette equation, puisqu'on egale entre eux lefitQrme» 
homogenes, on aura ces relations 

+ Bfi z=2 1, + = a, 
^/3 4- Bx = 0, «i8 = n, 

desquelles on joblient „ . ^ 
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'7 



e« Sdtu 



'Cos 



lo, 



'PottiQ 



ega/a. 



ct0 



l • 



OiJ 



eosj^. 
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M=: 0,43429448 etant le module des tables; cc qui est conforme a« 
resultat auquel Euier est parvenu. 

173. Developpons, par le meme procede,lafonction ' 

On a d'abord 

— — ' = J — r ( 1 — 2m cof »+fl7n* cos 2z — fl/n^ coa 3s+sm^ cos 4»— etc .) ; 

i+ncos* (i_n.)4 ^ 

etsironmultiplie, ensuite qu'on divise la valeur precedente demj 
par 1 + y/T—n*y on aura 

71 

m = 



D'ailleurs 



1 _^ 1 pi — flm coa s + flm* co8 fls — flm* cos Sa + etc."1 ^ 
(1+/1COSZ)' ~" (i — n«)"»L i+ncosa J» 

et si Fon suppose que 



1 1 



(i+nco84)' (1 — 

on aura alors 



[1 +£(.)Cos z+-E(o cos az+-jB(8)Cos 3z-4-etc.], 



(1 — n*)^"- 



— flm cos g+ am* cos flg — flm^ co8 Zz . . , 
1 +ncosg 



sa: 5 [1 +- COS Z +- E^.) cos az + JB^s) cos 3z . . . ]; 

puis, apres avoir chasse le denominateur i+n cos z, 
■ ^ "^^*, [1 — am cosz+am^cos az — am^cosSz. . .] 

(i-n^)* 

_ 1 r 1 +.i;(.)C0S z +- £(.) cos az +- £(S)COS 5z T 

(i— n')»L +^COSZ+7Z£(.)COSZCOSZ+n£(|,)COSZCOSaZ. . j' 

Mais en general i cos ()w + 1 ) z +- 7 cos (/te — i) z= cos /xz cos z j 
ainsi, on a Tequation identique 

(1 — n^)[i — 3771 cos z + 2m* cos az — aTTi^ cos 5z+- etc.] 
= 1 +-£^,)COSzH-i;(oCosaz+£(j)Cos3z+-etc. 
+- n cos z +- ^ 7z£(.) cos az +- ^ 7i£(,) cos 3z + etc. 

H" 5 s 71jB(oCosz+-^71jE(3) cos a«4-i 7ijE(4)Cos3zH-etG, 
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^galant les termes semblables, il vient 

4- 37»« (i — 71*) = T w^?(o+ T 'liJc»)» 

— 2771» (l — TlO = £(3) + i «£(0 + 7 ' 



d'ou Fon tire, en mettant pour m sa valeur 



i?co = — 

(gi»*— i+l/i— n «) 3i»»(i +ai/i— n») 
_ _ (3n^— an+an/i— 71») _ — a/i^ 4- gi/ TZrja) 



= ± ^^'0+V'-^')> 



ou enfin, pour abreger, 

^o) = — 

= (1 4. a \/i — n*), 



= =fc 2771* (1 + £ VV— ^). 

Telles sont les valeurs que M. Laplace a obtenues par un prbcede 
difiTerent (Mecaniq. celest, tom. I, pag. i56). 

173. La fonction (i + 7i cos zf peut aussi se developper en se- 
rie de la forme A + B cos z + C cos 2Z + 2? cos 3z + . . . . j mais 
comme nous n'aurons besoin par la suite que du developpement 
particulier de ^ j,nouseflFectueronscedernierparlamethode 

(i + ncosa)» ^ 

naturelle, laquelle consiste a developper d'abord (i + /i cosz;"" • par 
la formule du binome, et ensuite a changer dans le resultat les puis- 
sances du cosinus de Parc z en cosinus de ses multiples. Cependant, 
afin de pouvoir decouvrir aisement ia loi des coefficiens riumeriques 
du developpement,nous aurons soin den'eflfectuer aucune reduclion 
I. - 34 
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dans la formule generale , ' 

a^-' cos 2''=cos/*z+A*co8(At--a)z+^^^^~^ cos (/4—4)2 

^^^Oizii^ipi) eos(/* -6)2+ . . . ., 

qui, comme Ton sait, exige que ron 8'arr6te lorsque Tarc devient 
negatif , et que Ton ne prenne que la moitie du coefficient du cosinus 
de Tarc nui que l'on trouvera, si jjl est pair. 
II resulte de la , que Ton a d'abord 

_s 3 3 5 5 5 7 

(l + n COSZ) * = 1 — - 7Z COS Z+ -.^72' <^08* ^-^ J-^-j/l* COS* Z 

+ |.||.|».cos<z , 

ensuite en ordonnant par rapport a cos z, cos a2, cos 3z. . . . 

ti+7icosz; — i-Tb»-;^'» -hj4-4XB*^" T^^pTs.io.ifl-aVS" 

, 3 5.7. 9.11.13.15.17 8.7.6.5 , 
4.6. 8.10.13.14.16' aVS.^ " 
--r3;,+ ?^7^„3+3^KM„s^3,5^^^ ^ 
La fl^4-6 3^.4.0.8.10.2 ' a\4.6.8.io.ia.i4.ft.3 J 

I r3 5 ^ , 3.5.7.9.4 . , 3.5.7.9.11.13.6.5 . "1 

+ -•t'^ +-ry^T^^^H — rf^Q C0S2Z 

' La* 4 fl*.4. 6.8.1 ' a*.4.6.8.io.ia*fl J 

C3. 5.7 • , 3.5.7.Q.11 .5_, , 3.5.7.0.11.13.15.7.6 . n «T 

+?:pxrsri ^z 

^P^l n*-+- 3^5;7 9-n..5.6 3 5.J.9.. 1..3..5..7.8.7 ,^ ^ n 
La^4*6.8 ' 3^4.6.8.10.12.1 ' a'.4*6.8.io.jfl.i4-i<>-3 J 

ou bien, plus simplement, 

_ a„ r_3_ + . 3 5-7 „. . 3 . 5. 7.9..! ^ 3.5.7.9.. 1..3..5 „e "lcos z 
L»'.a^a'.a.fl.4" ^fl».8.fl.4«<.6'* ^ a'.a.a-<.4.6.6.8 " •••J<=<>» « 

-i_ /.».r ''^-S . fl.3.5.7.9 . . 3.3.5.7.9. u. .3 . 1 
+ Liv^M+;r>:^t^"'+ a«.a.a.44.6 .6:8 
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serie coDvergente) lorsque n est plus petit que Punitd. Si Ton designe 

respectivement les coefficiens de ses termes par ? , j", j"' , 

on aura 

1 

(C). - ' (t ^ lcos a} *"^ ^ C08 g -H g^^cos az^ q'" COS 5g + g'^C084& 



Avec un peu d'attention, Ton reconnaitra que le terme general 
du premier poljnome q de cette serie est, en designant par h le rang 
de celui que Ton cherche, 

t 3.5.7.9 3] -,c«**^ 

et que le terme gen^fal da polynfome q<^ cos {i — i)Zy occupant ic 
rang ^dans cette mSme serie, est 

-+-^ ^ aC'-^*--) a-.4\6* C^»*+a*— 4] jcos^i— 

le signe — ayant lieu lorsque i est pair, et le signe + lorsque iest 
impair; et les &cteur8A (A4-i)....[^+-A— 3] ne derant 6tre.pris 
que quand [i+h — 3] est plus grand que h. 

174. II nous sera encore utilepar la suite, de comiaftreleder^ 
loppement de k yaleur de 



procedant suiyant les puissances de e. Dans cette yue, soit. . . • 
Jt = 1 v^i— on aura as a -jj- : or, par un theor^me de 

Lagrange, generalise par M. Laplace, IorsquejK=:a-4-xf (^), m 
a {Calc differ. de M. Lacroix, tom. I, pag. a8a, a* edit.) 

/W=/(a) + ,(a)i«2..+ l(!:i^- 
Comparantdonc 
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avec la propos^ 

As=a •— ^ j» 

on a 

ac=a, jc = — c% (p(j<)=j; 

par consequent siTon yeut ayoir la yaleur de Tt^ auquel cas 
f{y)zsiJty on aura 

/(a) = a", <p (a) « 
^(a)igl> = l.^.a''-=A*.a''-', 



<P'(«)^^ = ?-/«.^'=A*-^~*» 



^ ^ ^ = A..(At-4)(/.-5).a^. 
Ainsila substitution de ces valeurs, dans la serie precedente, donne 
r=a''-^.a^e'+g^.a^-<e«~.g ^^^^r^> a^-*ir«-f-. . . 
Mais a cause de A;, = •^, on a k!^ — : donc 

Donc enfia 

(D)...r'=(9V?©v-5=?(0'+'-^=^^^'e)'+-)- 

Cette serie , dont le terme general est 

^Viy i 1. a. 3.4.5.. ..(i—i) w y 

trouve son application dans les hautes sciences mathematiques 
(wy. le tom. I de la Mecan. celest. , pag. 180). 
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Applications des series fondamentates. 

175. En prenant le logarithme de la valeur de la normale N don- 
nee a Tart. 170, Ton aura, a causc de la serie (B), 

log N^\o%a + \ \o%{i + n) — \\o%{i + nco^:kH) 
s= loga + T>og(i + /i) + ^log(i4-m») 

— M[mcosf^H — 7TO*cos4Br4-5/n*cos6^— ...] 
=: loga -f- M{m—lm^+\m^'- ] 

— M[m cos a^— i OT^cos 4ff-f-f ?n*cod 6ir— ...]. 

Par la mSme raison, 

JogJV^' = log^'4- ilf[/n— ...] 

— M{mco^^H — ^'^'oos^ff+l/Ti^cose^r— ...] 
log / = log-H- 3it/[/n— i/W+i^'— -0 

— 3Jlf[/ncosa^— i/n»cos4ff+|OT^co86^— ...], 

et ainsi de m^me pour les logarithmes des autreslignes du spheroide. 

Pour ce qui concerne le logarithme du rayon de la Terre, son 
developpement en serie sera un peu difi^entjcar deFequation(5''), 
art. 170, on tire 

log 2 = i log (1 4- /i) + 1 log (i +/^' cos fl^) 
— i log (1 -1- TiO — 3 log ( i H- /i cos flJET) j 

et a cansede 

^og ( \+n cos 2H) = — . log ( 1 +/n*) . 

-i- 2M[m cos aH— 7/n* cos4JTH-| /n'cos6^r— ...], 

et de la relation — ~ ~ ^ = /n, on aura pareillement 

log +/i'oos aH)= — log (i+/n'*) 

-i-2jl!f [/n'cos a^— i /^'•cos^H'-!- j /n'^cos6^— ...]• 

D'ailleurs on sait par ce qui precede, que n' = } ^^^^ = 

ou = mais comme n est plus petit que runite, cette seconde 
valeur de m' ne peut etre admise, puisqu^elle rendrait la serie diver- 
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gentej donc 

m^cosajff— i (ra'— m^^cos^jEf+^ (n»— m*)co86J5r— ..]; 

a* — b* a—b , , , a»— i» 

etpuisquen=^q:y,, m=-^^y a causede e*= on a 
. j'o8(^>>«8(?±?)-Joga; 

donc enfin 

logr=loga+k)g(^^±:^) 

Dans le second volume de la Meridienne, et le discours prelimi- 
naire des Tahles du Bureau des Longitudesj M. Delambre a donue 
le logarithrae de r en serie ordonnee, comme la precedenle, suiyant 
les cosinus lineaires de la latitude; mais j'ai prefere d'en rendre la loi 
des termes manifeste. 

Voici ce logarithme , en fonction de TaplatissemMnt, 

logr=loga~Jlf[ict~ia*~^«3— (i*+^«»— i*»)c<)8aJtf 
+ 3 f^.^ cos 4ff — ^ cos 6^4.. • , ]. 

Si au lieu des logartthmes, on youlait les raleurs rodmes de ces 
lignes, voici comment Ton procederait pour arriyer encore a des 
series regulieres et fort simples. 

Par exemple, la yaleur de N elevee au quarre , donne 

et, par la formule (A) de Fart. 171 , on a 

^ = (^)* (1— 2m cos ajy + aTTZ* cos ^H"— 27n' cos 611+ ) 

= ^ (1 — 3771 COS 2II+ 277Z* COS — 377l' COS 611+ ....)• 

II est evident que les expressions des autres lignes du spheroide 
se transformeraient egalement ea series de memes formes que cette 
derniere. 
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177. On ne peut evaluer numeriquement toutes les series prece- 
dentes, sans connaitre les axes de la Terre. A Pinstar de la Commis^ 
sion des poids et mesures, qui fut crece a l'epoque ou Fon introduisit 
en France le systememetrique decimal, j'emploieraiacetterecherche 
les arcs du meridien, mesures a requateur et sur le territoire frau- 
^ais, afin de parvenir aux resultats memes que cette Commission a 
obtenus, et dont elle a rendu compte a Tlnstitut, par Porgane de 
M. Van-Swinden. f^oyez le rapport de ce savant, insereparmi les 
Memoires de cette Societe, tom. II, pag. 45. Mais, avant tout, il 
s'agit d'integrer Tequation differentielle d'un arc du meridien. 

D'abord, a cause de la serie (C), et de la valeur de d$ donnee a 
Fart. 170, on a 



or, rintegrale est complete, parce que Tarc $ s'evanouissant en 
meme tems que Hy la constante est necessairement nulle. 

11 est evident que pour un autre arc s\ termine a la lalitude H\ 
on a de meme 



ainsi, entre les limites H eiH', considerees comme les latitudes des 
extreraites de Tarc on trouve, d'apr6s Fart. 45, 



Four un autre arc ^ compris entre les latitudes A et on a 
pareillement 





+ ^ sin ^{H^-^H) cos 2(H'+H) 
— sin 5{H'—H) cos3(^'-f-if ) . . . 
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Dans la rae d^abreger la notation, soit 

— jy = <j), JJ' + JT = 
A' — A = A' + A = 

alors les deux equations precedentes seront 

f ^=^(14-71)' (^(p — g^sin^ cos*H-^8ina^ cosa* 

(M) . . . .< I ~ g-^"^ 5^ 3* 

{^'z=z^(i+n)Hq9' — 9'sin^'cos*'-4- j sin 'cos 2*' ) 

) --^^sin 3^' cos 5*' . . . . j 

Avant d'en deduire une relation entre les quantites connues et 
les puissances de rexcentricite, mettons pour 5, 9', 5", 9'", leurs 
valeurs en e% en bornant toutefois rapproximation aux termes en : 
or, par ce qui prdcSde, 

7i = j + -j doncn*=;|^; 

ainsi on a 

Substituant ces yaleurs dans les equations (M), il yient 

. 1 4- ^ ^ sin cos a* j 



+ ^ e* sin a^' cos a*' 



et soit encore, pour abreger, 

^(-^^'— :rf'(p) = Jf, ^sin^^cos*' — ^'sin^co8* = ^^, 

^ sin a(p' cos a sin a^ cos a* 5=; P; 

on aura, en diyisant les deux equations ci-dessus Pune par rautre, 
et retablissant Fhomogeneite, 

^ ^ ( Jf - 1 iV + 7) - 1 iV + itf = o , 
I. 35 
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d'ou ron tire aisement, en resolyantcette equation du second degre, 

ou par le retour dessuites, 



+ :5#.(^-|^+f)'(l^1 



Ainsi, la comparaison de deux arcs de meridien est, en general, 
propre a faire connaitre les dimensions de la Terre. 

Applications numeriques. 

Suirant les operalions geodesiques de MM. Delambre et Mechain 
(resultats provisoires), 

^ = 55i584',72, J?^ = 56^,706944, £r=: 45',958a8i (boreales); 

et suivant celles de Bouguer, admises par la Conouiussion des poids 
et mesures , 

= 1 76897'/! , A' =i= o',o463 (boreale) ,. A = — 3',4i 70 (australe). 
U suit de la que 

<p = £r' — = \c^,^kZm , * = IT + H= 102^6652^5 , 
^'=A'— A= 3,4633 , *'= A' + A =— 3 ,3707; 

d'ailleurs 

TT etant la demi - circonference d'un cercle dont le rayon 1 j 
ainsi, on a 

^(p' = i9io3o5,4, = i9oi4io,5, 

nt = 3,1415927, — = 44,464, 

M— 159,688, 
A sin cos *' = 29960,11 , l^' sin ^ cos 4> = i244,io, 
JV = 51194,21, 

-^^ sin 2(p' cos 2*' = 59660,13, ^'sin a^cosaV = — 68400,91, 
P = 117961,03, 

de plus 
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en sorte qae le premier terme de la yaleur de est 

== 0,0069706841 
le second terme = 0,0000032889 

le troisieme . = o,oooooooo36 

donc = 0,005973.9766. 

Mais raplatissement de la Terre, 

a = i-(i~e-)^=.^e- + i^ + ^a^+...; 

donc 

CL = 0,0029914494 = gg^. 

Concluons de la, que les mesures geodesiques de la France et du 
Perou, adoptees par la Commission, donnent le rapport des \^xes 
b f I « 333 

Z ^S^' « 334- 

178. L'aplatissement etant une fois trouve, on peut calculer la 
longueur du quart du meridien ainsi qu'il suit 
La formule 

^ = ^ ( I + /i) • {«H— ^ sin 2ir + ^ sin 4JT— . . . . } , 

en y feisant // = loo' = i devient, a cause de ^ = Q, Q etant 
aiors ie quart da meridien, 

on a d'ailleurs 

^ = ^ (1 -hn^^iq^—q' sin (p cos *-f- ^ sin cos 2* 

) — ^ sin 5f CO8 3* 

ainsi, divisant ces deux equations Tune par Pautre, reduisant en 
serie, et s'arr^tant toujours aux termes en e*, il vient, a cause de 

V 4 V ^ a ^ > ai/ — 128 ^ » 
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formule qai, ^tant preparee pour le calcul^se change «n celle-d: 

L H-^^:,fe^in-.^osV*J' 

et qui est precisement la mSme que celle a laquelleM.Delambre est 
pafvenu parune voie analogue (pag. 676, tom. II de la Base duSys- 
teme metrique). Bien entendu que ^ doit y etre exprimee en grades. 

Lorsque Jd^ est donne en toises, le quart du mendien est exprime 
en pareilles unites. Pour Pavoir en lignes, il faut le multiplier 
par 864 ; et puisque le metre /jl en est la 10 millionniSme partie, on a y 
en retablissant la notation primitive, 

Dans cette expression , {H' — H)^ qui est ramplitude de Tarc 
doit etre reduite en parties du rayon (art. 91), puisque ttj de- 
signe la demi - circonference d'un cerclc dont le rayon est Tunite. 
Mais a cause de = a« — «• (art. 170), on a, en fonction de Tapla- 
tissement, 

'^-«^U^^yL^+i v+^; — (H'-ff)smi' — 

,9 ^ 8i n'(£r — ff) CDB* (H' + H) 
^"4* . (H' — Hysin* 1" 

i5 ^ 8in Q(H' — H) c osXH' + Hn 
~3a* (H'—H) sini" J> 

alors 1'ampIitQde H' — H etant exprimee en secondes de degre^ 
«exagesimaux, l on a, acause de C= > 

log C= 1,4470587,5. 

Un autre arc>^' donnerait une autre valeur de ft; ainsi^ la combi- 
naison de ces deux valeurs fournirait raplatissement a et le metre 
Cest de cette maniere que M. De!ambre a procede en pareiUe cir- 
constance {Base du Systeme melrique, tom. 3, pag. 103). 
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Le miliea da grand arc du meridien, mesur^ en France, tombant 
a peu pr^s a la latitude de 45% H s'ensuit que la determinalion du 
metre est presque independante de Taplatissement. EnefFet, peu 
s'cn fautque J?'+^nesoitde9o%etquepar consequent cos(H'+jy) 
ne soit nul. 

179. Supposons^ pour seconde application, que l'on veuille cal- 
culer la valeur de Q, en partant des mesures executees en France, 

et prenant pour aplatissement a =: gi^, trouve ci-dessus, auquel cas 
^=1 — - = =s o,oo597o58, et log 7,77663289 ; on aura 

le i"termesous la parenthese =a 1,000000000 

le3«terme = 0,000008193 

le 4* i = o,ooooooo55 

Somme. . . . 1,000008227 
et le 2« terme = — 0,000187349 

Ainsilefacteursouslaparenth. = 0,999820878=1—0,000179122} 

et comme ^ = 55i684',72, (p = io«^,748663 , il s'ensuit que 

Q = 5i3o759',6952 , ou en nombre rond, Q = 5i 50740'. 

Cest ce resultat meme que la Commission des poids et mesures a 
obtenQ ; ainsi le m^tre , qui est la looooooo^' partie du quart du meri- 
dien, = 445"',296. Cette longueur du melre definilif est en effet 
celJe qui est consacree par les lois frangaises : cependant , les derniers 
resultats de M. Delambre difierent un peu de ceux de la Commission ; 
puisque, selon ce celebre astronome, il resulte de la combinaison 
qu'il a faite lui-m^me des arcs de meridien mesures a Fequateur et 

en France, que raplatissement de la Terre est^aulieu de—.Les 

raisons quiront engage a modifier les eiemens des calculs precedcns, 
ee trouvent exposees dans le troisieme volume de la Base du Systeme 
metrique, page 112 : elles resultent d'une revision severe des calculs 
de Tarc mesure par Bouguer et Lacondamine, et de ceux de Tarc 
compris entre Dunkerque et Barcelonne. Quoi qu'il en soit , c'est 
toujours au metre legal , qui est represente par une regle de platine 
soomise a la temperature de la glace fondante, et dont la valeur est 
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de 443^,396 de la towe du Perou , prise a du thermom^tre de 

Reaumur^ que Ton doit rapporter toutes les mesures geodesiques- 

i8o, Voici les elemens definilifs dont M. Delambre a fait usage 
pour delerminer Taplatissement de la Terre, le metre et le quart du 
meridien. 

L'arc a ['equateur reduit a Thorizon de la mer , d'apres les mesures 

de Bouguer et de Lacondamine -^^' = 176877* 

Lat. bor. , d'apresces deux academiciens.. . A' = + o*» a'3i" 

Latilude auistrale, /V/e/n A = — 3' 4'3a". 

L'arc de France, par MM. Delambre et Mechain, reduit de meme 

a rhorizon de la mer — 55i585',6 

Latitude de Dunkerque ^T' = 5i* a' 9^,3 

Latitude de Montjoui (par un milieu). . . iT = ^i^ai^^e",^^. 

Appliquant ces donnees a la derniere formule de J'art. 178, on 
trouve, en calculant chaque terme separement a Taide des loga- 
rithmes a 7 decimales : 

Par les operations du Perou, 

= 44i%i855 + 66o',5a46flt + 9o8',5oo3a-j 
Par celles dc France, 

fjL = 445''^,4i34 — 27,70669* + 394,^950«*; 

de la 

OL = 0,00323743 — o,747i4o5a* = 0,0032296 = g^j^> 

au lieu de que M. Delambre avait trouve, par suile d^une pe- 

lile erreur qui s'etait glissee dans sa formule; 
et /M s= 445',328o32 = o',5i3iiii,4 

D'apres la commission (art. 179) • • o ,5i3o74o,o 
Difference ^71, 4; 

le quart du meridien est donc de 371 toises plus grand quepar les 
premiers calculs. Cette maniere de proceder est plus simple que celle 
de Tart. 177. 

Les motifs qui pnt delermine a deduire Paplatissement de la Terre 
et le metre, de la comparaison des arcs de meridien mesures en 
France et au Perou, sont fondes sur ce que ces arcs reunissent, sous 
le rapport dc Fexactitude, toutes les conditions requises, et que 



Digitized by 



/e. 



Puis 



4 



8> 



es t/e y 



I 



forj 



"e e« 



35 







5 



OiJ 



Oie/ 



. 



6,« 



0856 



o,oooo "^^«^ 



^o,ooo^o ooo,,-s. 



a8o TRAIT^ DE GtODtSIE. 

Pour raplatissement « = ^ gg =o,oo5a4, M. Delambre a trouve 

log a = 6 ,8o468 39646 , 
log b = 6,8o3i7 45662, 

log i = 9 »99859 06016. 

Dans la meme hypoth^se, un arc commenQant a requateur et 
termine a la latitude ff exprimee en grades, a pour expression 

s = iooooo».£r — i5494",94 sin 2ff 4- i5",7i sin 4J5r 

— o",oa8in6£rj 

puisque, par ce qui precMe , on a en general 

*=or°°' U*^4 ^64*; ~ I 

+i5(».4.^.)!i£4H _ ^^,!iL6H(- 

Si au contraire la latitude est exprimee en degres, on a 
s = niiii",iiiii.-£r — iS^g^^g^sin a-fiTH- i5"*,7i sin4£r 

— o"*,oa sin6i5r. 

i8a. Lorsque iST vautun quadrant, on a Q; dans cecas, Tex- 
pression analytique de Q, trouvee a rart, 181 , se developpe en une 
serie reguliere et tr^s remarquable, comme nous allons le faire voir. 

D'abord a cause de 

Q = (1 + n)t l.q et = a« (i -.e«)=a'(i^), 

on a 

= «i?(i-7)^(i-n*); 
mais (art. 173) 

. 8.5.7.9.11.15.15.17 « 
Par cons^quent, ^ - 

<jrri— n»^=si— '•^•5.7.9 1.3.5.7.9.11.15 . 
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et enfin 

Lorsquei=o, on a =2l:^ = i,/i = j^^, et Q=a; 
partant 

fl|/a ji^ 1.3.5 1.5.5 .7.9 1.3.5.7.9.11.13 

«• ~^ ^•'^^•.S» 4».8».i? 4S8\ia\i6* 

Cest aussi ce que Fon trouve a i'aide d'une valeur generale du quart 
d'ellipse , donnee par M. Legendre dans les Memoires de V^ca- 
demie des Sciences, pour I'annee 1786. 

i85. La methode par laquelle )e suis parrenu a reduire en seriea 
procedant suivaut les multiples des cosinus de la latitude , les loga- 
rithmesdes divcrses lignes du sphcroide terrestre, est sur-tout usitee 
en Astronomie, et dans tous les cas ou eile peut rendre les integra« 
tions plus faciles, ou bien lorsque Ton veut calculer les termes d'une 
serie convergente, independamment des tables de logarithmes. Mais 
Femploi de ces tables permet de developper tout simplemenl ies 

fonctions i ct log (i -f- cos zf^ en series procedant sui- 

(1 -f> n CO8 zj 

vant les puissances des cosinus de Tanglez; parce que Tevaluatioa 
de leurs termes ne se &it pas avec moins d'exactitude. On pourrait, 
par exemple, calculer la valeur du logarithme de la normaie JV» 
au moyen de la serie suivante : 

log ^= log a 4- j log (1 + n) 

— i Jlf ^/i cos aiSr — ^ cos' aiSr 4- ^ cos' 
ou mime de cette autre 
log 2V = log a 4- j M(f sin* H+ ^ sin* £r + ^sin* JSf +. . .), 

qui derive de Tune des equations (4) de Tart. 167. On aurait par le 
meme procede, 

log / = log a + log (1 — e") 

+ \ M{e^sm- iy + $ sin* ^ + ^ sinf« JST +. . .). 

Cependanty il importe, dans la pratique, de choisir parmi les series 
d'une meme expreasion, celies qui conrergent le plus rapldement. 
1. 36 ^ 
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CHAPITRE XIV. 

Continuation de la recherche des expressions anafytiques 
des diverses lignes du ^Mroide t&rrestre. 

i84. On s'€st propose, a rart 177, d*exprimer un arc d^ellipse en 
foDCtion des latitudes de ses extremites; mais, dans la pratique de 
la Geodesie, ii est quelquefds plus commode, locsque cet arc a une 
petite amplitude, d« Tayoir en fonction de son rajoa de courbure. 

Soit A un are du meridien, U son am^litode, H la latitude de 
son extremite sud, et / son rayon de courbure au mSme point ^ on a 
en general, par le tfaeoreme de Maclauria^ 

les yaleurs des coefiiciens difierentiers etant determjnees pour le 
cas ou t/^so.Mais parTart. 170, Tt^ss ^0—0 j_ 

donc Pon calcule les coefficiens difi^ntiets sixivans, en ae conser* 
vant que les termes en ^% on trouvera aisement 

5 ^ . rin flg 
^lSiTTjr^ 1— e*8in*J?^ 

eerie reguliire et qu'on pourrait continuer a volonte. Or, il est 
remarquable quc tous les termes en 17*, 17*, XP. .. forment cette 
suite : 

^_3c^ _8inj£r_r(3i^ (flg/)4 , (flt/y 

^ ~"fla**i — e*sin*HL a fl^S.^^OT^XB ' * * J' 

landis. que les termes en IPylP^U^ ... forment celle-ci : 

^ 5 a'*(i-.e»8in*fl)Lfl.3 ~a.3.4.5 fl. 3.4.5. 6.7 ~* ••Jj 
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ainsi, en negligeant les termes en e^^ on a 

-^=1** f «n «^C* — ^ /^'=|e' / cos a£r[aCr— sin alT] j 
et partant, «ous forme finie, 

fU-+' I / [ain aS (1 — cos aU) + cos aJ? (alT— ain al7)] 
= f I^H-I / [ain aiST — sin a(ir + 17) + a£/-co8 ajy]. 

Maissii^etiSrsontlesIatitttdes de8ex.tremite8de^,ona I7s£r'--£r^ 
et par conseqoent 

fiB'^ [1 I oos a^ - 1 in£coKJr + fl)-j 

I^ailleurs 

8in (17' - J5r)« Cr(i-^-t....), 

cos(^'-^T=(i«|l4....y=,.^.... 

ainsi, on a definitlTemeDt, en prenant JET — JET en degres sexage- 
simaux, 

^=^(jy— ir)[i-H5 e-cosaiSr-. |^ cos^(«'— jy)cos(jy'+^)]]; 

c'e8t dassi ce que donnerait, avec un peu d'attention, la 5*formule 
de rarL 177. U est eTident qu^ii faudrait substituer aoo' a la place 
de 180"*, si les latitudes etaient exprimees en grades. 

Faisant {7= i"*, et de plus e = sin ce qui est permis, puisque 
eest une fraction moindre que Tunitej la serie (I) ou la formule 
precedente donnera aasez exactement^ pour Tarc itf d'un degre du 
meridien, 

TT etant le rapport de la drcon^rence au diamStre. Si H designait 
la latitude de Textremite nord, il £iudrait prendre negativement. 

On deduit quelquefois PexGentricite de la Terre de la mesure c!e 
deux degres M! de meridien , dont les latitudes moyennes dif- 
fSrent entre elies sensiblement; mais a la formule usitee alors, on 
peut substituer la suivante, qui est plus exacte. Soicnt H et les 
lalitudes boreales de leurs extremites sud 3 on aura, en vertu de la 
formule (m) combinee avec son analogue , 
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Supprimez, dans le denominateur , l^s terraes en ^ , et considerez 
If^ comme des latitudes moyennes, vous aurez la formule con- 
nue. Lorsque, dansnotre hypothese, H est la latitude de Textre- 
mite nord de Jkf, on prend sin aiSTnegativement : mSme observation 
pour ff. 

Sin I etant trouve, on a ^asin i, et par suite^ aplatissement 
ct := 1 ~ v^i ^ = asin* ^ I. 

i85. La methode employee ci-dessus, pour developper un arc en 
scrie ordonnee suivant les puissances de son amplitude , s'applique 
egalement au probleme inverse. En efiet, on a generalement 

mais 

W/~ a(i— cO 

cherchant donc les autres coefficiens differentiels, et ne conservant 
que les termes en puis faisant attention que p ;sss tang* 1 , et 
que i\r = / s=s ^ r ? on obtiendra 

(i— 6*8in*fl)* 

(II) £r=~ 5 tang' Jsin aH.^ ^ ^.-^ tang* I cos aJST.^, 

serie encore reguli^re, et dont la loi des termes est en evidence. Ja- 
mais, dans la pratique , on n'a besoin de tenir compte du quatri^me 
terme. 

Si Ton bomait la serie au terme en et que Fon conservatla 
qudtri^me puissance de rexcentricite, on trouverait 

(III) U^^-^^^^^^^ 



L cV 4c~ W'"^^C/J ^ 
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mais comme,par cette formule^ Uamplitude {/seraitdonnee en parties 
de Tunite, ilfaudrait, pour Tavoir en grades, multiplier tous les termes 

du second membrepar —y*^ ayant la mSme signification que ci- 
dessus. 

186. Jusqu'a present nous tfavons considere que le rayon de cour- 
bure de rellipse generatrice de Fellipsoide de revolution : occupons- 
nous de la recherche de celui d'une sectionfaite dans ce corps,par un 
plan mene d'une mani^re quelccnque suivant une des normales ; et, 
pour cet eflet, designons par x', j^' les coordonnees rectangles d'un 
point de la limite de cette section verticalej prenons pour axe 
des la normale a un point du meridien elliptique ayant H pour 
latitude ; plagons rorigine des x' au point d'intersection du rayon de 
Tequateur et de la normale dont il s'agit j enfin, designons par jc,j^, z 
les CQordonnees rectangles d'un point quelconque de rellipsoide de 
revolution, de maniere que le rayon a de Pequateur soit Taxe des x, 
b celui du pdle Taxe desy, et la droite perpendiculaire au plan 
des xy Taxe des z. Cela pose, Fequation de Fellipsoide, rapportee au 
centre, sera 

(1) ay^ + (z* + x^) = a'i*} 

or, pour trouver en general Tequation de la section feite dans ce 
corps, il feut, comme l'on sait, substituer a z les valeurs 

suivantes : 

fx = » 4-5c'cos^+j>''siniycosfl, 
y =: x'sin jy — ycosJSTcosfl, 
z =ysinS, 

dans lesquellesOest Tangle quele plan secant &itavecle meridienx^, 
et n la distance du centre de rellipsoide au point ou la normale ren- 

contre le rayon derequateur (art. 167), auquel cas y\ — _f[i.£2! — j.; 

^designant toujours le rapport de Fexccntricite au demi-grand axe. 
Ces substitutions faites, on a un resultat de cette forine : 

(3) mx'* + ny'^ — pxy + jx' + ry = ^ ; 

c'est Fequation a rellipse, ou celle de rintersection cherchee. II est 
facile de voirqiie Ton a 

!7n = sin» ^+fc» cos* H, 72 = fc'+(a*— 6*) cos*i?cos* 9, 
p = a(a*— i*) sin ^cos H cos 6, ^ == cos H^ 
r = snb* sin H cos 9, ^ = (a*— »*) 6^ 
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Lorsquc cette dHpse est perpcndiculaire au ineridicii, on a G = 
et pour lors cos fl = oj circonstance qui reduit requation (5) a ia 
suirante : 

(5) (a* sin^ -ff + cos' H)x''^ + a>ii* cos . + = (a* — >i*) 
et de laquelle, en feisanty = o, Fon tire 

, »f C06 g rfc 1^6* (g* ~ (g* gin* H+b"^ cos* £0 + A V coe» fl ^ 

Soient donc x', , x', ces deuxracines, abstraction feitc de leurs signes; 
on trouvera , avec un peu d^attention, et apr^ aroir mis pour n sa 
valeur rapportee ci-dessus, 

(i— €»fm*H)i* * (I — «^iin»i5r)5(i~c»co*»iO* 

la premiSre racine est la normale N' (art. 167), et la seconde racine, 
la partie opposee de la corde 

Soient en outre a! le demi-grand axe de PeHipBe doot il 8'agit, 
et V «on demi-petit axe; on aura 

j/ „ ^ a<i— c*) 

^ (i — ^ sin^fl)» (1 — c* cos* ff )* 

Pour trbuver le demi-grand axe, on chassera le second terme enx' 
de requation (5) , et cela en feisant = j de 

cette maniSre on aura 

ou, pour pbreger, 

Mais a s= o correspond y =za'i parlant 

a' iSi^ , = 

(1 — c^ain* J?)» (i — cos* »)• ^"'^ 

Si au contraire on faisaity = o, on aurait x"s3s , et Fon retom* 
berait sur la yaleur du demi-axe trouvee ci-dessus, ou ce qui esl de 
m^me, on aurait 
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Enfin, d6»i§Qant par ^ rexcentriGite de cette m^me eUipsei on aura- 

e — --jr- — — ^> 
et a cause <fes valeurs preccdentcs, 



1— «»cos*£f 

187. Maintenant, poar ayoir rexpression generale da rajonJS de 
courbure de la section que Ton consid^re, quelle que soit d^ailieurs 
ta valeur de raogle fi, noua ferons usage de la formule connue, 
sayoir : 

dans laquelle la differentielle dy^ est constante; et pour introduire 

ici les valeurs de -jp et nous dififerencierons deiEC fois de suite 

Fequation ( 3 ); mais comme nous avons en vue de trouver le rayon 
de courbure a rorigine de la normale a Fellipse du meridieUy nous 
ferons aiors f dans le resultat de la dij9erenciation, en sorte 
qu'il viendra 

dj^ _ (r^pa^ + 

~7+flmj/' dy^ q + aLma/ ^ 

et pmsque la section est &ite suivant cette normate, ona(arL 167) 

0(1 — e^sin*^» 

II resulte de la et des relations (4 ), que la qiiantite r — px^^o; 
donc quand le rayon de courbure cherche coincide avec la normale 
k rellipse da meridien, on a simplement 

Rempla^t nMiat^nl 71, ^ par lemrs valears precedentes> 
on a, pourune section verticale quelconque, 

(6) 12= > ^ . 
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Soient f et / le rayon de courbure du meridien et celui dc Parc 
perpendiculaire au meme point; on aura lc premier en faisant fl=o, 
€t ie second en faisant = loo' : ainsi, comme l'on sait d^ailieurs, les 
rajon» de plus petite et de plus grande courbure de la Terre sont 



a(i— e^sin»^)* (i — c*sin*H)» 

On voit par la., que la valeur dc f est egale a celle de la normale N 
(art. 167). 

Afin de donner a Texpression ( 6 ) une forme symetrique et de- 
pendante de on pourra d'abord ecrire 

i^L i± 

^ A« + (a> — coa» JS^cos»! Z>*-h(a*— M) cqs*I— (a*— 6*)5m* Jfcos"!' 

et meltre sin* fl + fc* cos* fl au lieu de i*j ce qui donnera 



a' cofi» I (i — ttin* + sin* I 



a(i— c«sin*£r)* 2 

L(i — sin* jy)* a (i — c*ain*£r)* J 

enfin , 

(7) = ^ sia» I + ( cos* #• 

Tel est le resultat auquel Eulcr estparvenu le premier, par une 
autre methode analjtique.il exprime une propriete remarquable de 
reHipsoide de revolution; maiscettepropriete, communc aux sur- 
faces courbes en geueral {yoy. la theorie des osculations dc ccs sur 
faces, Calcul differentielAQ'^. Lacroix,tom. I,pag. Sya, a* edit.), 
se demontre tres directement, par Fanaljse precedentc. 

188. tTne ligne geodesique menee dans ime direction quclconque, 
sc confondant sensiblement, dans une etenduc de plusieurs degres, 
avec lasection verticale correspondante, ainsi qu'on lc prouverait 
a Taide des formules que pous donnerons par la suitc , il s^ensuit 
que Tarcd^un degrc d'unc section perpendiculairc au meridien, peut 
^tre pris pour Tarc de plus courte distance a jant mdme amplitudc et 
m^me direction. Cela pose, si Pon designe par /7, Jf et P le degre 
oblique, le degre du meridien et cclui qui luiestperpendiculairc, on 
pourra, dans rexpression (7), remplacer i?, /et f' par i?, jlfct P, 
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puisque les arcs smblables sont entre eux comme urs rayons; on 
aura donc 

M.P M 



fP — M\ . 



ou reduisant en serie^ et n'en conseryant que les deux premiers 
termes, il viendra 

(8) D = m(i + ^^sin" fl). 

Quoique cette formule ne soit qu'approximatiye, puisque les arcs 
Dy Mj P, en vertu de la propriete des rayons de courbure, de- 
vraient etre infiniment petits , cependant c^est ce qu'on peut proposer 
de mieux pour la pratique. Pour en faire usage, il faudrait connailrQ 
M et P. Or , nous avons deja donne Jf en fonction de son rayon de 
courbure (art, i84) : cherchons a exprimer P d'une maniere sem->. 
blabie.Danscette vue, remarquons que 8i,dans la serie (I) (artcite), 
on suppose H=^ycfj alors U sera negative, f = et Ton aura 
simplement 

M^fU-^\efXP 

Mais, par Tart. 186, rorigine d'unarc P' perpendiculaire au meridien 
est Fextremite du petit axe de cet arc eiliptique; amsi, a causede 

= ^ T> et parce que se change en , on a en general 

(i— e*sin»£r)» 

Or, a la latitude de 49'', qui est a peu pr^s celle de Paris, pour une 
amplitude Z7de 5* et un aplatissement de le second terme do 
cette valeur serait de a^" environ , tandis que le troisieme terme 
ii'irait pas a un decimetre; on a donc la longueur du premier degre 

deTarc P' cense mesure, en prenant la valeur de / de Fexpres- 

sion precedente. Soit P cettc valeur ; alors 

(p) p=— — is: r.- 

180(1 ~eSin'H)5 

Maintenant si Ton suppose que les longueurs ct P d'un degre da 
meridien et d'un degre pcrpendiculaire a la mSxne latiiude Hy soient 
I. 57 
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connues, on pourra, par la combinaison des formnles (m) et(p)^ 
determiner rexcentricite de la Terre. En eflFet, on lire de ces deux 
formules, et a cause de = sin' /, 

M P 

C08» 7^1 + ^ jgj tang* / sin aHj 

par suitc, 

M sin* /+ ikfcos* /— JHsin* /sin* If 

3 



= P cos» / + ^ ^ P sin- /sin a£r j 

Af ■ 



«nfin, a cause de = i a tres peu pres, on a 



tang*/s=: 



3fcos^F(i-5,^tanglfy 
ou bien 

tang* /cos» ^ — ? ^ tang* /sin a£r. 

Mais le second terme de celte expression est eyidemment tf ^s pelit ; 

si on le negligeait, on aurait la relation ^ = tang* / cos' ff^ 

donnee par M. Delambre, dans la Connaissance des Tems pour 
rannee i8i8, pag. 262. Toutefois, il parait convenable de conserver 
ce terme. Tang/ etant trouvee par ce moyen , on aura ^ = sin / , et 
par suite, aplatissement « = asin* ^/, comme nous Pavons deja dit 
(art. i84).Dans toutesces formules, 9r designe Ja demi-circonference 
d'un cercle dont le rajon est Tunite. Bien entendu que si jffetait la 
latitude de Fextremite nord de M, il feudrait, dans la demiere for- 

mule ci-dessus , faire negatif. 

Si au lieu de connaitre P, on connaissait Tarc n d'un degre du 
parallele a la meme latitude, il est &cile de s'assurer qu'on aurait 

n = ^ ct par consequent -i^ = P, 

180(1— e^sin^iJ)» ^ CO8 ff 

Nbus pouvons actuellementdonner a la relation (7) une forme toute 
nouvelle ; il suffit pour cela de remplacer M par sa valeur (/71), et de 

faire altention que ^=^= ^= ^^a fort peu presj on 
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aura en coDS^ence 

(d) D = +^ ^ taDg- Jsin 3£rcos*fl+tang* Jcos^iTtp^fl). 

i8g. II est utilede connaitre en generalla difFerence des normales 
correspondantes aux latitudes ffy H\ Pour Tavoir en serie 
deyeloppee suivant les puissances de iT' — iST = AJST, soit 

f etantle signe d'une fonction quelconquej on aura, par le theor^me 
de MaclauriD, 

^ = (dff ; ^ ^ + ( dfl^) — + C-Sfl^) a :3 • • • J 

les valeurs des coefficiens difierentiels etant prises pour le point oii 
LH = o. Or, on a 

JV' = a[i + ie" sin*-fir'+Me<sin<J5r' + etc....]j 

et si Pon fait attention qu'au point ou iST = JST, on a iV^ = N^ les 
coefficiens differentiels, pris dans cette hypothSse, seront 

(j^ ) = « sin fl^cos i . 5 ^ sin» fl^ cos JST. . • 
(^)=a[^^*cos*jy--6»sin*^+^^^sin»jycos*jy— . 

Mais a cause de = aet — a*, a etant le rapport de raplatissemcnt 
de la Terre au demi-grand aie, il s'ensuit c[ue est de Tordrc de 
cet aplatissement, comme nous Favons deja fait observer (art. 170). 
Si donc LH est de cet ordre , et qu'on rejette les termes siuperieurs 
au troisieme ordre, on aura 

{n) N — iV^=i a^*sin aJJ . (i+| sin* JST) LH^\ae cos ^U. 

ou en se bornant au terme du second ordre, ainsi que cela est sou* 
vent permis dans la pratique, 

(/z') JV^' — . 2V" = i aa'A jy sin ^H. 
II est aremarquer que quand W < H^ ia difference A^est negative, 
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ainsi, pour avoir egard a cette circonstance , 11 faudrait, dans la 
serie (n)j changer le signe des termes ou A^T est afiectee d'une puis- 
^ax^ impaire. 

igo. Voici encore quelques consequences de la theorie prece- 
dente. 

Soit la longueur d'un arc exprime en grades, et faisant partie 
d'un paraliele quelconque mene par un point dont la latitude est ZT; 
on aura, en designant par x le rajon de ce parallele^ et par U son 
amplitude exprimee en grades, 

puis mettant pour Xy sa yaleur donnee a Tart 167, il yiendra 

^_ a^UacosH ^ j J?) +log F. 

400(1 — e»sin*ff)* 

II est d'abord evident que le &cteur ^ 7 s= Fa 

pour logarithme 

log F=: log i TT — a 4- log a — i log (1 — e* sin' ff) j 

mais a cause de 

Fon a 

loga=7-.Iogi9r+Iog (i+X6«+^^4.^e*), 

et par suite^ en deyeleppant en series les logarithmes indiqu^, il 
vient 

log F=s5 

4- i itf [e* sin* H+ ^ sin* JST + i sin«^+.. j j 

etanl toujours le moduledes tables, ou 0,4543944819. 
Si en outre on developpe les puissances indiquees , et qu'on r^ 
duisc, on trouvera 

log 5 + iJf a + A ^ + Tfr ^*) 

+ilf (i sin" -ff + i sin* ff+ J sin* ff) ; 
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puis si ron change les puissances des sinus en cosinus d'arcsmul- 
tiples (art. 91) > on aura 

6+M[(i€^+ii e^+i^e')]^M (i e^ + ^e^ + ^, e') cos 2ff 

+ M(i,e^+^e') cos4ir 
— itf ^ e« cos6fl^} 

enfin, en supposant , il viendra 

log F =3 6,ooi3oioi3 — o,ooo65iii6o cos aZT 

+ o,oooooo488i cos 4ff 
~ o^ooooooooo48 cos 6ff. 

On obtiendrait aisement une verification de cette formule, lorsr 
que ^ =3 o; car dans ce cas, log F se reduit a 

log ^ + log a — log aoo =3 5,ooo65o385y 

ct Fon sait que 

log ^ = 0,49714 9875 
log a = 6,8o455 o5o8 
c.logaoo = 7,69897 ooo4 

5,ooo65 o385j 

les deux membres de Fequation precedente sont donc identiques. 

Si Ton prend les differences finies de cette equation, que Ton fasse 
Affz=z o',io, que ff et ff' soient deux latitudes consecutives, et 
que Ton se rappelie qu'en general 

cosfiff — cos = asin ^ — jy) sin ^ (ff' + ff), 

Fexpression 

A log F= 4- o,ooo65i 1 160 (cos aff — cos 2ff' ) 
— o,oooooo488i (cos ^ff — cos 4ff'), 

deviendra, a cause de JGT' — ff=: Lff = of,i, 

A log jF= + o,ooo65 1 1 160 X o,oo3 14 16 sin (ff-^JST) 
— 0,00000 o488i X 0,00628 32 sin ^(H+H^) 
=0,00000 ao455sin(-ff+zr') — 0,00000 000307 sin 2(3+^^)^ 
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Developpon8,par un proc^de analogae, la valear de S ci-des8U5, 
et pour avoir Texpression du grade de longitude , faisona U = 
on aura 

1' de longitude = 

ico(i — sin*£r)* 

mettant au lieu de a, sa valeur donnee plus haut , il viendra 
1' longitude = ^-z: ' • r 

s=s looooo-^^i+^^^^+^^+i^^^O cos^ 

X (i + r^' sin» ff+ s • I sin* 11+ i . M ^« sin« ff) 
= looooo"» [(i + A e»+ ^ 6* + e') cos H 
+ (1 + j ^4 4. _7 . c*) 8in* ff co» H 
+ (I e«) sin*^cosfl^+-iVe« 8in« iSTcosfll» 

ensuite n^emplojant que des cosinus d'arcs multiples, on aura 

1' longitude == 100000 (1 + 1 + ^ + iVr; ^*) cos ff 

— 100000 (i ^•+1^ ^+tJI^ ^') c#s 5J5r 
+ 1 00000 (rie ^ + Tfi 4 cos 5jEr 

— 100000 (7^ e^) cos 7^ 

= looafl^^SS?^ cos iST— 75",ioa9 ces Zff 
+ o"*,o844 cos bff^ o",oooi cos 7-£r. 

Cette formule se verifie comme la precedenle, en &fsant ffzsz o; 
car alors le second membre devient = looi^g^jSSSS , et c'est 
precisement ce que donne le premier membre , qui se reduit k 
iooooo"(i +^^' + /^e* + s^^-^*) , et qui exprioie la valeur du 
grade de rej^iiateur terrestre. 

. £n prenant les di£fercnces finies, et faisant A£r= o^^io, on aura 

A . grade longit. = i57",435o sin i {ff+ff)^ o",5539 sin | (ff+ff") 

+o^,ooo668in|(jy+fiO- 

Ces formules serviraient a verifier les nombres de la table VII ; mais 
pour qu'il y eut accord parfait, ilfendrait introduire dansles series 
ci-dessus raplalissement yjy au lieu de^jj^ que nous avons employe. 
On assujetirait a ce dernier aplalissenient, les logarithraes inseres 
dans ia seconde colonne de latable, en les augmentant tous de 
o,ooooo4o. 
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191. De la valeur generale de 5, donnee a Tart. 181, Ton tire, 
entre les limites H\ et en supposant <* = 

s = 100000- {H^-^-H) — 38653-546 sin {H' — H) cos {H'^H) 

+ 26-,83o sin fi{H' — H) cos + //) 
— o- o3ii4sin 3(^' — jfif) cos Z{H' + ^O; 

par cons^uent, lorsque H' ^H 1', et que G designe le grade 
de latitude, on a 

i*. Pourraplatissement jj^, 

G = 100000- ~ 44g-,75525 cos (J5H-J5r')+o- 843755 cos ^{H+H^) 

—0-001467 C0S3(^+^'); 

Pour Faplatissement 

G = looooo^— 486-,763o8 cos (£r+Zr')+ 0-^9871 38 cos 2{H+H') 

— o-,ooi86o cos 5{H+h'). 

En supposant au contraire les latitudes exprimees en degres 
sexagesimaux, on aurait, dans les deux hjpotheses ci-dessus d'apla* 
tissement, 

Z>=iiiiii",ii i>— 499-,7a5 cos(J5r+i5r')+o-,93645 cos q{H+H') 

— o-,ooi63ocos3(i5r+^), 

i?= 111111-1111— 54o-,848cos(^+iGr'>+i-,09682 cos 2{H^H') 

— o-,oo2o67cos3(i5r+jy'3. 

Les difFerences premi^res des degres decimaux sont douc 

AG = i4",i388sina^'— 0-05294 sin4^' + o-,oooi4sin6ir, 
AG = 1 5-,39 1 5 sin 2H' — o-,o63oi sin ^H' + o-,oooi 8 sin 6J5r', 

et celles des degres sexagesimaux 

AD = 1 7»,443 sin s/T — o- o6536 sin W + 0-00017 sin 6H'y 
AD = i8-,878 sin 2H' — 0-07656 sin 4ff' + 0-00033 sin 6H'. 

p^oyez, pour de plus amples details, le troisierae volume de la Base 
dic Systeme metriquej page 197 , d'ou les resultats precedens sont 
extraits en partie. On remarquera ^ue j'ai eu soin cependant de 
rectifier les coefficiens numeriques qui se trouyaient fautifs. 
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CHAPITRE XV. 

Calculs des latUudes, longitudes et azimuts des objets 

terrestres. 

193. Tous les sommets des triangles d'un reseau sont telkment 
lies entre eux, que si la position geographique de Tun d'eux etait 
connue, c'est-a-dire sa latitudc et sa longitude, et que la ligne geo- 
desique qui joint cc sommet a un autre du reseau fut orientee, la 
position geographique de tous les points de ce reseau, et les azimuts 
dcs cotes seraient egalement connus. Le probleme a resoudre en ce 
moment est donc celui-ci : La latitude et la longitude du point M (fig. 
4o) etant donnees, ainsi que Tazimutdu point Jf' sur rhorizon dcilf, 
trouver tant la latitude et la longitude de ce seoond point , que Tazi- 
mut de Mmv rhorizon de 

Avant que les methodes geodesiques eussent ete portees au degre 
de perfection ou elles se trouventmaintenaht , les geographes resol- 
raient cette question par la Trigonometrie spherique seulement, 
en prenant pour rayon de la Terre , celui qui resulte du degre mojen 
dans la region du reseau. On congoit en eflFet que si, par les points 
Mj M' ^ on mcne les meridiens PM^ PW^ le point P sera le pole de 
la Terre , et que dans le triangle spherique MM!P Ton connaitra 
Tangle M'MP ou Tazimut de AT, ainsi que deux cdtes, savoir: 
MM' ou un cote du reseau evalue cn secondes (art. i3o ), et PM 
ou le complement de la latitude de M. On pourrait donc par les 
Analogies de Neper , determiner Tangle MM^P^ ourazimut du point 
M sur rhorizon de M , l angle P ou la difierence des meridiens, enfin 
le cote M'P ou le complement dela latitude de mais par ce 
mojen, Ton .n'obtiendrait pas la latitude particulierement avec assez 
d^ precision.Voici une autre methode qui est de beaucoup preferable^ 

1'« SOLiTTlON, 

L'hjpothSse de la sphericite de la Terre ne pouvant manquer de 
©implifier la question, considerons une sphere d'un rajon egal a la 
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normale MN au point M donne sur la Terre elliptique , et les arcB de 
grand cercle pM^ pM comme les meridiens de M et de AT sur la 
sphere fictive; puis calculons la position geographique da pointM', 
en resoIvant4e triangle spheriquc pMM^ non par les formules finies 
de Fart. 78, lesquelles ne donneraient pas assez de precision dans la 
pratique, a cause de la petitessede la ligne geodesique MM\ mais 
par les series de Tart. 98 , qui ont une exactitude indefinie. En- 
suite, nous examinerons Terreur qui resulte de notre supposilion. 

Soit a cet efFet H la latitude du point M) H' celle du point M':, 
P, P' les longitudes de ces memes points , ou les angles MPa , MPa ; 
enfin V les inclinaisons de la ligne geodesique MM =z= JST, ou 
de son prolongement sur les meridiens respectifs pM^ pM. On aura, 
en transportant cette notation dans le triangle spherique ^BC, re- 
solu a Tart. 98 , et en designant par u le cote K reduit en parties 
durayon, 

a ^ W , A — 

^ h — 100* — ^ , 5 =K 200«^ — . /^, 
c = a, C = P' — P; 

de la les series(III), (I), (II) sechangeront respectivement en ccs 
trois autres, 

{a) H' ^ H cos i tt* sin* ^tang H, 

{y) V = ^H- u sin /^tang ^+ z^* sin ;^cos /^. (^+ tang»^. 

Mais on est convenu, dans la pratique, de compter les ezimuts et les 
longitudes du sud a Fouest, et depuis o' jusqu'a fyoo^. Soit alors Z 
razimut de M sur ITiorizon de et Fazimut de M sur Thorizon 
de iir, Tun et Fautre comptes a partir du sud; on aura, d'apres la 
figure4o, 

TT—, aoo — . /^' = 4oo — Z'\ 

ainsi les formules precedentes, dans lesquelles on supposera d'ail- 
leurs areduit en secondes (art. 91), deviendront 

{a) H'=^H^ucosZ ~i u*sin i"sin» Z tang^, 

(c) Z'= 200» +Z ■— K sin Z tang H-\- \ u* siu i" sin (i-f-atang*^. 
1. 58 
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Lia latitude It etant trouvec a Taide de la premi^ formule, on 
peut 8'en serrir pour detenniner et mais il laut, dans ce cas, 
introduire ST dans les valcurs de ces deux inconnues : or , c'est a 
quoi i'on parvieodra tout d'abord; car d'une part, le triangle sjdie- 
rique pMM donnant 

/ Tv T>\ sin u ain Z 
810(2"-^)=-^^^, 

on a, a cause de la petitesse de 

d'autre part, dans le m^me triangle, Ton a, en verta de 1'art. 7?, 

tang + i»0 = cot 1 (i" - i») ; 
et puisque cot = j^, on peut ecrire 

cot + = tang { iP' - P) ^^^^ 

= Ung[i<»-H^H-'^')]; 
mais 1« — \ {M+M') et P'—~P etaBttoujours des anglestres petits, 
on a simplement, a cause de ilf + M' zsZ' — -Z, 

- z' = .oor + - (i- - p) ^-fg^J. 

igS. Les formules (a), (6'), (jf) sont d'une tris grande simplicite, 
aussi les ingenieui^s-geographes en font-ils un frequent usage. On 
remarquera cependant que la premi^re ne donne la latitude du 
point M que par approximationj car la veritable latitude cherchee 
est Fangle M N'Q que la normale MN' sur le spheroide terrestre, 
considere comme un ellipsoide de revolution, fait avec le plan de 
requateur dont la trace sur le meridien PE est la droite C£; au 
lieu que la latitude determinee par laformule(a), est representee 
par Tangle que roblique MN fait avec* NQ ; N'Q' et NQ etant 
supposesdeux plans paralleles a CE. La correction de latitude, que 
nous designerons par 4> ^st donc Pangle NMN% puisque dans le 
triangle N'M'R 1'angle exterieur M*RQ = H' vaut la somme dcs 
deux inlerieurs opposes NM'N\ M'N'Qf. 

Afin d'evaluer 4 d'une maniere suffisamment exacte, supposons 
que roblique M'N= MNy ce qui est sensiblement vrai, a cause de 
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la petitesse de la ligne geodesiqueiHfilT. Or, par Tart. 167, 

la normale JMN = Nz=s 2 . , et CN^& JVsin Hi 

d^aiilenrs le triangle NMN^ donne 

N > 

et comme CN' = ^'-RTsin JST a fort peu pris , il s'ensuit que 
NN" = CY— CN ^ ^Nifiinff— sin Hy^ 

partant 

sin 4 = ae* sin (^— ) cos ^^—^) cos (^T — 4), 

Developpant maintenant le seocmd membre de cette equation, on 
obtient 

fle*8Ui( \ cos f — — — j cos H 

1 — fl6*8inf — ( ^ ) 

mais ne roulant ici tenir compte que des termes en e% on a ^ vu la 
petitesse de 4 > 

4 = sin(^^=^)co8 (~^) cosH'i 

ct &isant — ^ — = — , on a, a fort peu pres, 

4 = liHcos^Hi 

c^est cette quantite du second ordre qu'il £iut 6ter de la latitude H^ 
approchee, pour avoir la latitude exacte H, , puisque jET' = jBT, + 4 > 
on aura donc, au lieu de la formule (a) , celie-ci : 

(a') H, = Jy— {u cos ^ + i sin 1'' sin» Z tang JST) (1 + cos* H). 

Dans toutes ces formules , 

u = — — — i» ' 

a sin X 

194. Nous yenons de^re a la formule de latitude, la correction 
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dependante de rexcentricite des meridiens tenrestres. Quant aux 
formules de longitude et d'azimut, designees par {V) et (c'), elles s'em- 
ploient sans modification, parce que Paberration de ^phericite n'a 
8ur elles aucune influence sensible. On voit en efFet, querangleiJf/?^ 
des deux meridiens spheriques est le m£me que celui des deux me- 
ridiens elliptiques PMj PM\ Mais de combien Pazimutpilf il!f, sur 
laTerre spherique, c'est-a-dire Tangle desdeux plans pMNyMM'Ny 
difiere-t-il de Tazimut PM^My sur la Terre elliptique, c'est-a-dir« 
de rangle diedre PN'MM1 Cest ce qu'il faut chercher. 

Si Ton considerele point ilT (fig. 4i) comme le centre d'unesphere, 
sa surface sera coupec par les trois plans MM'Ny N^M'N^ MM'N\ sui- 
varit le triangle spherique aNm : or, dans ce triangle, on connait Tangle 
aNm, c'est Tazimut calcule. On connait en outre rarc^m ou 1'angle.,. 
N'M'N = 4 > correction de latitude ; et a cause de Tangle 

MNM = w, on a , en considerant le triangle MMNQomm^ isoscele^ 

arc aN= i*^ — ^jdonc si ^ designe la correction d'azimut^ et 

Fazimut vrai compte du nord, on aura z, — ^ = aNm^ azimut 
approche z' compte de meme. II resulle de la que dans le triangle 
spherique aNm^ on connait deux c6tes et Tangle compris, et qu'il 
s'agit de determiner Tangle ou Tazimut vrai m'ma=Zr\prjNm=f^ 
etant tres petit, la solution de ce probl^me se trouveMans la for- 
mule (y) ci-dessus.On a donc, a causede mNa^z^ comptedunord^ 

z, = iS' + 4 i +• • • i 

d'ailleurs 4 = ^Sf cos* H= e*u cos Z cos* JSTj il en resulte 
z, — z' + e^u sin z' cos Z cos* If tang 

ou enfin, parce que u est un tr^s petit arc, et que Z et z' difiSrent 
peuFun deTautre, 

= 2' + ^ e*u sin aZ cos* ^tang 

La correction d'azimut, representee par le terme ^ e* u tang u 
sin cos* II, et qui se trouve du troisieme ordre, peut donc toa- 
jours se negliger. 

3« SOLUTION. 

195. Quoique les demonstrations des formules precedentes soient 



Digitized by 



LIVRE TROISIEME. 5oi 
tres elementaires, cependant ceux qui connaissent le Cdlcul diffe- 
rentiel prefereront sans doute la methode suivante^ a cause de son 
elegance et de sa generalite^ et parce qu'elle conduit plus rapide- 
ment aux mSmes resultats. 

Si Ton conserve la notation ci-dessus, etqu'on remarque que la 
latitude H' estnecessairement une fonction de Tarc K\ on aura ge«« 
neralement, en supposant que S exprime la yaleur de K r^duite en 
partiesdurayon, 

ff:=^f{s), p^^Ms), y'^MS)i 

fiA-tf ^*^^* signes de fonctions indeterminees. Or, le point M 
etant rorigine de Tarc «9 = le theorSme de Maclaurin donnera 

•^=^+(©^ + K^* + r3(S)^+-\ 

en prenant pour yaleurs des coefficiens difP^rentiels, celles qui s« 
rapportent au point ou «y=o.La recherche de ces coefficiens est 
donc le fondement de la inethode actuelle. Y oici comme on obtiendra 
leurs yaleurs generales. 

Si dans le triangle spherique u4fi3C ( fig. 4o), correspondant au 
triangle MM'p^ on suppose Fangle^ et le cote h constans, Iarelati(H:i 

sin J7 sin a = sin & sin ^ 
differenpiee, donner^ 

tang B . . 

Operant de meme sur 1'equation 

« cos a = cos h cos c + ^ui ^ ^ii^ ^ cos 
on obtiendra^ a cause de cette meme equation^ 

, . * /cos b — C09 a cos c\ 

da sma=s:ac( — — ), 

et par consequent 

Jasefccos^; 
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enfio, egalant ces deux Taleurs de day Von trouTera 

tanga 

D'un autre c6te , si Ton diflFerencie Tequation 

cos c =a cos a cos 6 + siu a sin & cos 

ii viendra 

» • _7 /COS b COS a COS C\ , • ^ • » • 

dcs\nc = da( j + sinasmh sm CdC. 

\ sin a / ' 

et ensuite, toutes reductions £iite59 

de=tda Gos B — sinasia BdC. 
Uaxs da = dceosBi donc 

dC = dc'^. 

sma 

Tellcs sont les formules differentielles qull s'agissait de trouver. On 
les adaptera aisement au triangle geodesique fMM\ correspoodant 
au triangle ABC\ car Pa etant coosidere comme le premier meri^ 
dien , on a 

a r= lOO^ — jff', ui = M =: 

i = loo — jy, B = M' = aoo' — 
c = ^, C = P' — P} 

de la 

^ da^-- dir, dc = ds, dC = rfP', dB = -^dr\ 
et par consequent 

^ = cos i3 deviendra ^= cos V y 

-7- = — deviendra -j^ = — rr„ 

Oc sm a dS cosH ' * 

Passant aux coefficiens differentiels du second ordre, il viendra 
- ^ /^'tangF', 

d^P" dV^ co sr^cosiT rfJT sinF^sing 

d5f rf5 • cos»^ <iS • cos»H' . 

tin ;^tangy cos F^cos y +8ip^cos /^sin . 

cos- -^' 

29in^cos^'tang£r' sin q/^ tang H' 

cosZ/' ^ ~ cos«' > 
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= 8in ^ C08 ^ tang* + 

= 8in V cos /="'(tang.Jy'+-4fl.) 

= \ 8in fl/>^'.(tang* J5r4.8ec.i5r0 
== i sin ^F" (atang. i?' + i); 

et de m£me pour Ie8 ordres superieurs. Mais tous oes coefficiens 
dcrant, par ce qui prec^de, se rapporter au point ou 5=0, on a 
de suite, en supprimant les accens, 

(S) = <^o« (^) - - sin. tang H, 
(^) =• — Ssin. /^cos (g + tang. J5r); 

(S) = ^^^(^+^tang.iO-S^(^tang.^); 
(^) = 8in ;^tang jy, (^)=i8infl^(fltang.^+i); 

(g') = - 68in» tang jsT^i + itang. H) 

4- 66in f^cxA* rtsiii% Cf + ^»8* 
= 68in /^cos. /^tang JST (1 -M lang* H) 
— 68in tang (i + i tang. H). 

Si Ton 8'arr6te anx quantites du second ordrc , et que Ton corapte les 
longitudes et les azimuts du sud a Touest, ce qui exige que Ton fesse 
/^=300 — Zi et f^' =4oo — Z', on retombera pr^isement sur 
les series (a), (*), (c), en supposant d'ailleur8 5 reduiten secondes et 
representeparu. 

Pour faire a la premiire de ces formules la correction 4> ^ 
rellipticite de la Terre, nous remarquerons que le triangle NM'N'. 
(fig. 4o) donne 



. , _ NN' 00» g , 
sm 4 — : jyr^ j 



ou, sans erreur sensiMe, 



. , NNcosH' 

am 4 = —fT^i 
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car nous avons vu ci-dessus, que ne differe de W que d'une quan- 
titedusecond ordre,ctd'ailleurs on a a tr^s peu presiOf=-Ar'ikr. 
Or, par la propriete de 1'eliipse 

CZ\r ou E = e^N sin ff , CN' ou £' = e^N' sin JST' j 

et si Ton suppose le point M plus meridional que ie point ifcT, qu'on 
fasse H — -ff ' = AiJ, on aura 

a cause que E augmente quand AfT diminue. 
D'aiUeurs 

£r= ^"'^'"^ , = ae*sin^ (i+ie* sin' JT+I sin* R^.. . \ 
=ae* sin -ff' + y a^^ sin' JST. • . , 

de la 

2^ j = ae* cos .Ar H- - ac* sin» CD8 JET, 

et consequemmeiit, en s^arr^tant aUx termes du troisieme ordre, 

11 resulte de la que 

8in = jv' =^ z 

' (Jg— E' ) coa (g — AH) [i — i e* sin* (g— AH)] 

a 

Substituant pour E — sa valeur precedente, deyeloppant et 
negligeant les quantites du quatrieme ordre , on aura 

sin 4 = (c* C08 ^ + 1 sin* Hcoa H) cos {H— LH) . LH 

+ j8inHcos{H—^H).^H* 

— i ^ sin* ^cos H cos (H— LH) . LH 

s=le'cos'H+^e*Bm*Hcos*H).£iH+^e*cosHsmH.^H 

^ie*sia'Hcos*H.^H 

B= [e" cos* H+e*sin* Hcos* H) . A^H- f e* sin HcosH. ^H*. 
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Vu la petitesde de et rincertitude qui rcste encore sur la vraie 
figure de la Terre, il est permis de rejeter de cette expression les 
termes du troisieme ordre ; on a donc seulement, conune a Fart. ig5 , 

sin 4 = cos' jy , ou bien 4 = cos» H. 

Nous n'avons pousse les developpcmens ci-dessus, au-dela des.. 
besoins, qtfafin d'etre a meme de pouvoir apprecier ce qu^on neglige 
en ne conservant que le premier terme , et d'indiquer au iecteur une 
des voies les plus directes pour retrouver plusieurs des formules de 
la Base du Systeme metrique donnees dans les deux premiers vo- 
lumes, et dont celles qui precedent font partie. 

196. La methode que nous venons d'exposer, et par laquelle on 
determine les positions geographiques des sommets des triangles, 
a i'aidedes distances obliques, avait ete proposee, des 1787, par 
M. Legendre, dans un Memoire sur ies operations geodesiques, im- 
prime parmi ceux de FAcademie royale des Sciences; et c'est celle 
que M. Delambre a principalement adoptce , a roccasion de la nou- 
velle mesure d'un arc du meridien. Ces deux savans sontparvenus, 
chacun de leur c6te, aux series (a), (6), (c); mais M- Legendre, 
considerant en outre le cas ou la ligne geodesique est perpendiculaire , 
a donne des formules qui derivent des series (A), en y supposant 
T^— loo^, et comptant les azimuts^du nord. 

La premi^re hjpothese intro^uite dans les coefficiens difPcren- 
tiels y donne d'abord 

U-^)=~t^°g^^ te-)=^' (^)=^> 

U-^)==«> (l5^) = --^>(-55r) = -taug^ X 

(atang^jy + i)} 

et les series dont il s'agit donnent ensuite , en y mellant 200*^ — z' 
pour afin de compler Tazimut du point du nord, 

jy'=jfir— iiS^.tangZr, 
p/ _ p . 1 c«*i£6*j? 

z' = loo' — 5 tang // i lang 7/ + tang' H) 
= loo' — S. tang H' — \ S^ tang/f' (1 + i tang» //). 
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Mais H* n'etant ip^e la latitude approchee du point il &ut, d^apr^» 
qui a ete dit precedemment, ayoir egard aa terme dependant de 
Taplatissement 4e la Terre. Alors^ si, pour indiquer que la li^e 
geodesique j|[ est perpendiculaire au meridiende on la designe 

par on aura = et definilivcment en secondeS| 

reciproquement 

(aj ^=:^. + ii5j^^(xH-c*c<»*ir,)j 
puis longitude 

(*") i- = PH-i7-fer^0-g^tenrff), 

ou bien 

(i J P' = P + ]v«5"fc51r ' 

azimut 

(c") ^'«aoc-^^.tang^+ip^.tangjyg+tang-jy); 
ou, si l'ou connait seulement Ht 

(cjz'= loc-y^^tang iy. - J^^^tangjy. (i+ i tang-^.) 

Ces formules n'exigent que ia recherche d'un tris petit nombre 
de logarithmes, et ont toutes des elemens communs qui en rendent 
le calcui tr^s rapide, comme on le verra par les exemples que nous 
donnerons bientot. Elles servent sur-tout lorsque les sommets des 
triangles sont connus par leurs distances a une meridienne et a sa 
perpendiculaire (art. i65) ; ct comme elles dependent de ia latitude H 
du pied de la perpcndicufeire^ , iatitude qui le plus souvent n'e8t 
pas donnee immcdiatemcnt, ii est necessaire de resoudre d'abord 
cette question : 

Connaissant la distance x du pied M de la perpendiculaire y au 
point principal du reseau trigonometrique dont la latitude connue 
€st A, trouver la latitude de Jf. 

Or, on a par Tart. i85 

„ t X 3 / \ sin qA x' / v 
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f ct / designantles rayons de courbure du meridien et de Farc per- 
pendiculaire a Forigine de c'est-a-dire que 

f — ' : — Ti' f — ■ 



(i — c* sin» hy (i — sin» hy 

% doit etre pris positivement ou negativement, selon que cet arc se 
trouve au nord ou au sud du lieu principal. On peut presque tou- 

jours, dans la pratique, se contenter du terme ^ j d'aiUeurs il 

est aise de calculer le second terme, en faisant usage des valeurs 
numeriques donnees dansFart. 181 j et il y a eela de remarquable, 
que les coeJBciensdeA: etx*sont constans pour toute retendue de la 
carte. 

. Nous venons d^exprimer en fonction de Tabscisse la latituda 
du pied de la perpendiculake a la meridienne j il Q'est paa moins 
important de connaitre le developpement d'un arc de celte perpen- 
diculaire, suivant les puissances ascendantes de cette mdme variable: 
Soit donc u ramplitude dfe dont il s'agit j on a, a la latilude 

et £t une distance X de ce lieu , 
Mais 



par consequent 



de la, et en se bornant a la premiere puissance de jc, 
a= 7 ^ — ^.^^''sinaA.-^ (2). 

197. II est fort rare, d&ns la pratique, que Ton ait besoin d'un 
plus grand nombre de tennes : cependant feu Plessis, ingenieur- 
geographe, qui s'etait occupe des memes recherches, avait juge a 
propos de continuer le developpement des series (1) et (2), en re- 
jetant toutefois les termes en e^. Ses resultats, qu'il est fdcile d& 
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verifier, sont 

IX e*sina/i i x'^ e*cos2fc i e^sinaA 1/ /\ 

U — ^ — e^sin^/i 2 c^-TI-e- gin* ^i'*"^ c^-i — e*sin' AJ 

Si Ton designe toujours par h la lalitude du lieu central,par^, 
H' les latitudes respectives du pied el de i'extremite de la perpen- 
diculaire jK) par P la diflFerence de longitude de ces points, on aura 
ensuite 

p 

sin {H-^H') = sin Zf sin u tang - (i + cos' ^), 

ou 

sin {H — jff = sin H' tang m tang ^ (i + cos* Jff ') ; 

cn vertu des art. 6a et igS. 

Ges dernieres formules ne dependant pas de la petitesse de z/, 
doivent, par cette raison, etre substituees a celles de Tart. 196, 
lorsque les points de la carte sont tres eloignes du meridien prin- 
cipal. 

Quelque longues et compliquees quc paraissent les formules (i') , 
(a'), on peut cependant en abreger beaucoup Tapplication, en cal- 
culant d'avance ies coefliciens des differenfes puissances de xetj. 
Mais, comme les positions geographiques des sommets d'un reseau 
se calculent plus aisement et avec plus d'exactitude par la methode 
des distances obliques (art. 196), nous ne prolongerons pas plus loin' 
nos remarques a cet egard* 

Applicadons numeriques. 

198. Dans le dessein d'abreger le calcul des formules precedentes , 
nous avons construit les tables IX et X, pour Faplatissement qui 
qui parait convenir a la France, et pour le quart du meridien de 
10 000 Goo""'"; mms d'apres les operations geodesiques de M. De- 
lambre, la longueur de cette ligne etant de 10 000 yaS" (art. 180) , ii 
foudra, si Ton veut assujetir latable IX a cette nouvelle hypothese, 
ajouter le log o,oooo3i4 a tous ceux des colonnes designees par logj^ 
et par log Ny ct le compleraent de ce logarithme ou 9,9999686 a tous' 
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les nombres des colonnes qui ont pour titre log fect . P et log.fact. F. 
Cela pose, resolyons la qaestion suiyante. 

On sait.que la latitude du Pantheon^ a Paris, est jff^: 54^,a74255.j 
que sa longitude, comptee de TObservatoire rojal, ct d'orient en 
ocddent, est Ps=: 399^,98931; que le logarithme de la distance du 
Pantheon a Dammartin en arc et en metres, est log jK=4,5a497ii j 
enfin que Tazimut de cette distance sur Fhorizon du Pantheon est 
Z = a5i',4oo3 , compte du sud a Pouest : on demande la latitude 
et la longitude de Dammartin, ainsi que Tazimut du Pantheon 
fiur rhorizon de cette ville. 

Calcul de la latitude (formule a'). 

Avec la latitude H donnee, on trbuve dans la table IX, pour 54^ y 

le . . / ' log du fact. F = 8^9974349 

partie proportionnelle pour 0,2743. = — lop 

8,9974243. 

Ajoutant, d'apr£s la remarque precedente, 

log.constant 9,9999686 

on a * . . . log.fact* jFcorrige = 8,9973929. 

Ajoutant log = 4,5249711 

on a log K en secondes, ou log u = 3,522364o } 

de la 

1*' teme. 2^ terme. 

log M = 3,5a2364o s.Iog m = 7,04473 — 

log cos Z = 9,8397191 — log sin ^ = 9,85883 

log 1- terme = 3,362o83i + = f ^ 

' log T = 9,69897 

1- lerme + 23oi',88 , ^ ^^^^g^^ 



2 



• terme — 6 ,20 



I.tang H = o,o5849 



AH:^ + 2296 ,68 I .^, ^^^^^ _ ^^^^^g^ _ . 

3* terme^ ou correction d^aplatiissement. 

log AJ? = 3,36109 + 
table X log e* cos* H ^ 7,681 11 

log.correct. d^aplatiss. = 1,04220 -f- 
correct. d^aplatissement = + ii',o2 

Aif = 4-2296,68 

H 54^, 2742 ,55 

latitude cherchee H^ = b^^obo ,26. 
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Si on voulait cakulerla coOTCction d^aplatisscment inclependam- 
ment des logarithmes, on trouvcrait dana la tablc X, quc e* co^^H 
a pour yalem' 0,0047984, ou simplcmcnt o,oo48; c^cst par ce 
nombrc qu'il feudrait rouHiptier A^; ct Fon trouycrait, comme 
ci-dessus, + ii%oa : ainsi , la difiKrencc de latitude sur k sphe- 
roTde cst Afl*, = aSo^',^. 

Cakal de la kingUude (ibrmulc V). 

log U = 3,55252355o + 

Lsin = 9,85883o6 — 
compl. log cos = 0,1 855338 

log.diffeFcnce des meridiens ou AP = 5,564 7194 — 

AP = — 5670,4 
P = 399^9895,1 

longitude cherchce P* = 599*^,6222,7. 

Calcul de Tazimut (formulc d). 

lo^AP =5,5647181 4- 
H— 54^274255 c.cosi^(/f.—/3r)= 0,0000007 

iAg,= o,ii5586 = i(g.— Jy) 8inK^+J5fO = 9^8774^ 

sorame= 54 ,589640 = \ {H^H,) log t^Z— 5 ,4421754 + 

t^Z—-{- 2768^,10 
200^ -I- ^ = 45i»,4oo5 ,00 

azimut cberche Z = 5i ,6771 ,10. 

Dans ce demier calcul, on a pris AP avec un signc cootpairc, ainsi 
quc Tcxige la formule, ct on a rejete de la somme, 4oo«^ qui font une 
circonfercncc entiere. 

Ccst ainsi qu'en allant d'un sommet de Iriangle a un autrc, on 
parvient a determiner leurs positions geographiques, ct a rctomber 
sur des points deja calcules ; ce qui sert dc verification. 

199. Calculons la meme poition- gcographique , cn supposant 
rapiatissement de la Terre de j-J^, afin de reconnaitrc tinflucncc de 
cette valeursur cette posilion* La table Xldoune, pour la latitude 



Digitized by 



LivRE TRoisiiine: 

64^,274, le logarithme 5iyooi5835, dom le compl^ment arithme^ 
tiqtie , augmente de4 unites , est le logarithxne du &cteur c'est-a- 
dire 8,9986165« Gela ^btnt trouye , Fod procedera ainsi qu'ii suit : 

Latitude. 

Lelogdu facteurF= 8,9986165 
ajoutant logconst. = 9,9999686 

on a logi^corrige = 8,998585i 
mais log K = 4,5^497 1 1 

donc log u = 3,5a3556a — alog u = 7,0471 1 

log • cos Z = 9,8397 191 ~ comme ci-dessus , 3,67 1 a4 

I.i^' tenne = 3,3632753 -f- l.a« terme = 0,71835 

1«' tenne, +23o8'',a 
a« terme, — 5,2 

Ai^ = + 23o3 ,0 log A^= 5,56229 

correct d'apl. = -f- 6 ^o tabl. 1 {e^cos^H) = 7,41189 

diff. de lat. = + 2309 ,0 0,77418= 5*,945 

ci-dessus, 2^07 ,7 

dijBP. desresult, 1 ,5« 

LoTigitude. 

log u = 5,5255562 -h -H*. = 54»,5o5i%55 

l-sinZ = 9,85883o6— . 
c . log cos If, = 0,1835339 

logAF= 5,5659207— AP=— 568o%6o 

a-dessus, 5670 ,4o 

diffl des result, 10 ,20 = 5",2. 

^zimut 

fi' =54^,274255 log AP=5,5659ii7H^ 

i AH,= o ,1 i545o c . cosi(i/, — ^^)=o,oooooo7 
64^389705 sin i (H-+g.) =9>877455a 

log AZ=3,4453674-H A2r=+2775*,67 
ci-dessus, 2768 ,10 

diffl dea resultats , 7 



de la 
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II resulte de ce calcul, que quoique la fonnule {V) convienne a la 
spliere et au spheroide, cependant raplatissement a en general 
une influence sensible sur les longitudes deduites , a cause de Farc K 
que Ton est oblige de reduire en secondes, et qui se trouveun des 
facteurs essenliels de la formule dont il s'agit. 

Si Ton voulait faire d'autres hypotheses d'aplatissement , et nean- 
moins profiter de la lable XI, il faudrait, ainsi qu'il est aise de le 
prouver, augmenter les logarithmes de la seconde colonne de la 
quantite MdoLsin* Hy ilfetantle module 0,434249, et dct designant 

Texces du nouvel aplatissement sur ^ = 0,002985, 

Par exemple, soit a = = o,oo324 , et ^= 54^,27; on aura 

log MdoL = 6,06276 
l.siii 54^,27 = 9,87674 
idem = 9,87674 

5,80623 = o,oooo64oi. 

Ainsi, la table donnant, pour la meme latitude, 

5,001 3834 

et la correction etant + o,oooo64o 

on a, facteur corrige = 6,0014474 
complem. arithmet. + 4, ou log = 8,9985626. 

II reste a corriger le terme cos' ^= 2« cos* H donne par la 
table. Or, la quantite a ajouter a ce terme est evidemment adcL cos*//, 
laquelle est ordinairement fort petite. 

aoo. Conservons les 'm^mes donnees que dans le probl^me pre- 
cedent, puis cherchons les distancesa la meridienne et a la perpen- 
diculaire de DaiixmarCin par rapport au Pantheon, et la position 
geographique de cette vilie a Taide de ces memes distances. 

D'apr^s Tart. i64, on a 

5P = JC" cos Z, ^ ss= X sin 

K ^tant la distance du Pantheon a Dammartin, et Z Tazimut de 
cette distance sur Fhorizon du Pantheon. Reprenant les valeurs 
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xrameriques precedentes, on aura 

log K = 4,6249711 4,5249711 

I.CO8 Z = 9,8597191 — . l.sin Z = 9,86885o6 ~ 

log X = 4,5646902 — log = 4,5858oi7 — 
dist. a la perpendlculaire x =. — 25i57"*,42, 
dist. a la meridienne == — ^^^99 r^^y 
longueurs deja trouvees a Part. i65. Ainsi, en vertu de la conven- 
tion etablie a Tarticle precite, Dammartin se trouvQ dans la region 
nord-est, par rapport a la meridicnne et .a la perpendiculaire du 
Fantheon. 

Maintenant, pour calculer la position geographique de Dammar- 
lin, au moyen de x et dey, on determinera d'abord la latitude H 
du pied de la perpendiculaire j, laquelle sera evidemment egale a 
la latitude du Pantheon augmentee de Tarc x reduit en secondes. 
Or, on a, d'apres la table IX, 

tab. (arg.lat. 54^2745)106 fact.Pzs 8,9995260 tab.(arg.lat.£0 fact.F=8,9974i59 
log. const. = 9,9999686 



log fact. F corrige = 8,9994946 
log . X = 4^3646902 

loga:* = 5,3641848. 



log.const. =9^9999686 

log fact. Fcorrig6 = 8,9973846 
lo5j=4,3838oi7 

log/=3,38ii86» 



Amsi x* = + 23 13*, 00 

lat. du Pantheon = 54^2743 ,55 



lat.ff=54,5o55 ,55. 
La latitttde jBTetant trouvee, on procedera comme il suit. 

Calcul de la latitude (formule a"). 

1" ct 2* terme. 
9,6989700 — 

3,5811862 

5,38ii86a 

4,1961199 

0,0616791 

0,7191414 — 1* terme = — 5*,24 

7,67741 2«terme,oucorr.d'apb —0,0» 



idem 
sin 1* 
tang H 
log 1" terme 
tableXiact. 
log 2« terme 



8,59655 — 



— 5 ,26 
H — 54s5o55 ,55 



latitude cherchee //, = 54 ,5o5o ,29. 

4o 
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Cest, a ~ de seconde decimale pres , la meme yakur que celle 

«btenue precedemment. 

Calcul de la longitude (formule J 

log^' = 5,3811862 — 
e.cos jy. == 6,i8353a5 

log AP = 3,6647187 — 
donc AP = — 367o',4 

P == 599^9895 ,1 
commeci-dessus,Iongit chercheeP' = 399 ,6aa3 ,7. 

Calcul de Vazimut (formule d'). 

i"ternie. a^terme. 3*terme. 

logy = 3,38ii86a— Slog/ =o,i435S 

l.tang£/ 3= 0,06 16791 asm i*=8,3$aa4 

log 1 " tenne = 3,44a8653 '»57 = 9.53a88 

—Z . . logtang£r=o,o6i6» atangff=o,ia33e 

1*' terme — a77a*,4o ■ 

a» terme+ 0,01 ^ 8,iao36 8,iao33 

3« terme + o .oa ^ il^^iZl. 3'term.=8,a4369 

— a77a ,37 '°8«* t»™» 7>*»933 

100», 0000 
a^mnt cherch^ = ,7^37 ;63. 

La correction d'azimut — a^^a',^^ 8'appelle aussi la conpergence 
des meridiens des deux extremites de^, ou dans le cas actuel, de» 
m^ridiens de Paris et de Dammartin. 
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CHAPITRE XVL 

uipplications des formules precedentes d la ddtemdnation 
dtune meridienne et d^un arc de parallele. 

aoi. XjA inethode expliquee a rarticle 169 , pour determiner la 
longueur d'un arc de meridien et d'une perpendicuiaire, depend de 
celle sur laquelle est fondee la resolution des triangles spheriques 
peu courbes, et de la connaissance de i'angle azimutal du premier 
c6te du reseau. Quoiqu^elle soit simple par elle-meme, cependant 
on ne peut Tappliquer avec succ^s qu'en choisissant parmi les 
triangles du canevas construit a une ^chelie assez grande, ceux qui 
jouissent des conditions requises. 

Lorsque, dans les calculs de cetteesp^ce, on emploie uniquement 
les angles spheriques, ainsi que Ta feit M. Delambre dans la deter- 
minalion de rarc du meridien compris entre les paralleles de Dun- 
kerque et de Barcelonne, on se trouve oblig^ depasser des logarithmes 
de sin K et sin K! a celui de sin (^ — X'). Par exemple, la reso- 
luiion du triangle spherique ACM (fig. 34) donnant log sin CMj 
on a besoin de connattre log sin BM^\og sin (BC — CJf), pour 
pouvoir r^soudre le second triangle spherique BM3f. Voici de 
quclle maniire M. Deiambre leve cette petite difficulte. 

A cause de 

sin IC — sinlS:' = asin i (JC — JS:') cos \ {K ^K^) 

_ 8in(A — j^Oco«H/iC + AO 
— co$i (K — K') > 

ona 



sm — A } — ^ co8i(A + /^0 

■ 8in/iCycosi(/i[ + A:')' 



= sin JC 



par suite 

log sin {K - JCO = log 8in Jr + log(i -^) 

+ log[i-2sin^K^-J^01 
— log [1 — 2sin* i {K+K')]. 
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D'ailleur8 la petilesse de K et de -K' permettant de faire 

log [i — asin* i (X — JSTO] — I^g [i — ^sin' ^ X')] 
= ailf[sin*^(JC + JS:0~sin*i(Jf — X0]=3i»fsiniJrsin 

^iilfsinXsinJS:', 

on a, en faisant attention que sin K et sin K' sont donnes en metres^ 

log sin (K — K) = log sin J^: + log (i — + ^ sin X sin K) 
f etant le rayon de la Terre, et ilfle module 0,43439. Pareillemenl 
log sin {K + K) = log sin K + log (1 + - sin K sin 

Mais on est dispense de Fusage de ces formules et d'une figure, par 
le procede analytique suivant. 

Supposons premierement qu'il feille calculer la longueur de la 
meridienne AX (fig. 34) comprise entre tes parallelesdespoints ex- 
tremes L. On commencera par determiner , a Taide des formules 
(a^, (6')j (0> l^s positions geographiques des points B^DjF^ JET, 
iST, L situes sur la ligne poljgonale qui s'etend le long de la meri- 
dienne. Ensuite, on calculera la difierence des paralleles des deux 
premiers points J?; puis des points B, D\ puis des points Dy 
JFy etc, }usqu'a ce qu'on soit enfin arrive a rextremite L de la chaine. 
La somme de toutes ces diflerences sera la longqeur cherchee, 
comme cela est eyident. 

La formule qui donne la diiference des paralleles de deux points 
tels que B extremites du premier c6te K du reseau, est precise- 
ment la premi^re (A) de Part. 198, dans laquelle S est remplace 
par K exprime en metres. Mais, dans cette circonstance, il est in- 
dispensable de conserver les termes du troisieme ordre. On a donc^ 
en retablissant Thomogeneite, 

dHz=z — K cos Z — i^%in-^ tang H 

+ i^sin'ZcosZCi+5tang-JE0 (A); 

N designant la normale au poiiit A de Pellipsoide de revolution. 
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La valeur de cette normale ne peut se calculer qtfapproxiinative- 
ment; il en est de m^me des vaieurs des series (a'), (6'), (c'), 
puisque quand il s^agit d'evaiuer un arc de meridien, ron est cense 
ne connakre rapiatissement de la Terrc qulmparfaitement. Mais 
rincertitude qui existe a cet^gard, n'est ici d'aucune consequence. 

II faut bien faire attention que, dans le calcul de ia difierence des 
parall^les, on ne doit pas tenir compte du terme cos* JET, comme 
pour la difierence des latitudes; car en tant qu'il s'agit d'un arc de 
plus courte distance , cet arc peut ^tre considere , vu sa peti- 
tesse, comme celui d'un cercle dont le rajon est egal a la normale 
correspondante; mais la veritable ampHtude de cette ligne g^ode- 
sique est sur ie spheroVde Tangle des deux normales de ses ex- 
tremites, et non celui des deux rayons extrSmes de Farc de cercl^ 
dont il s'agit. 

Si on calcule de la meme maniere la difFerence des paralleles 
des points extremes L, a l'aide de la ligne polygonale ACEGIL^ 
qui ne s'ecarte pas encore trop de celle qu'on veut determiner^ 
on aura une verification du premier resultat : il conviendra de 
prendrele milieu entre les deux, s'iIsdiflEerent un peu Funde rautre* 

Afin de donner une application de la formule precedente , nous 
allons calculcr la diflFerence des parall^les du Pantheon et de Dam* 
martin. Les elemens de cette formule sont, d'apres Tart. 19?^ 

log K = 4,6249711 ; Z =3 a5i^,4oo3 ; If = S^^^a^^aSS, 

Et la table IX donne, avec Targument K, log N = 6,8o64555, 
puiaque raplatissement des meridiens, en France, est a peu prdi» 

TYPE DU GALCUL^ 
I*' terme# a* tcrttie. 

log K =^ 4,5349711 — log \ = 9,69897 — 

Lcos Z = 9,8397191 — alog K =^ 9,04994 

1.1« terme ^ 4,5646902 + ^mZ^ 

^ log tang H = o,o5849 

clog N = 5,19554 
loga^^terme = 1,71860 — ^ 
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3* et 4* terine. 

= 9,23185 + 

3Iog K = 5,57491 Recapitulation. 
fA.smZ = 9,71766 

l.cos Z = 9,83972 — \^ terme = +23i57",4a 

2C.log N = 6,58708 2« termc — 52-,3i2 

, _ ; 3® — - o ,o55 > = — • 62 ,58 

le3«terme = 8,74122 — ^ n\ 

log3 = 0,47712 - ^'"^ 

alog tang H = 0,11698 diff. des parall. dl£ =i 23io4 ,84. 

1.4*terme = 9,33532 — 

On calcule directement la correction a faire aux distances 
obliques, pour les reduire a Farc du meridien compris entre les 
paralleles de leurs extremites, en employant la formule sui- 
vante : 

K — dH^ a A: cos* i Z + 1 ^ sin- Z tang jy 

— I sin* Z cos Z (1 -f- Stang-fi^) (A') 

qui derive de celle (A), en y ecrivant 2Cos4 Z — 1 au lieu de cos Z\ 
ct pour lors toutes les fois que cos i Z sera petit, tout le calcul 
pourra s'effectuer avec des logarithmes a cinq decimales. 

202. II est des geom^tres qui emploient concurremment ayec la 
mcthode precedente celle des perpendiculaires exposee a Tart. i64, 
mais que Ton rend plus rigoureuse ainsi qu'il suit : 

Soit jMJf ' (fig. 42 ) un c6te K de la chaine des triangles, et 
la meridienne dont on cherche la longueur. Si, par les points M\ 
on con^oit deux arcs de grand cercle O Jf, OM perpendiculaires 
cn P, P' a la meridienne ^X, ces arcs se rencontreront en un 
point O quiserale pdle de Farc PP' qu'on a envuede calculer. Or,en 
designant les coordonnees AP^ P^parx,^; celles AF' ^ P'M' 
par x^fyl^s latitudes de Mj M' ^ar Hy H'y et leurs longitudes 
par P, P'; enfia la normale au point M par iV^; Pamplitude de Tor- 
donnee du point s'obtiendra a Taide de la formule 

(1) sin y = cosH sin P, 
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qui derive de la propriete du triangle spherique rcctan^e pPM 
forme par les deux meridiens pP^ pM et par rordonnee circu- 
laire PM. 

Si i'on designe i'azimut PMp par /ic, cc mfime triangle donnera 

(3) cot = sin ^ teng P. 

Mais Fazimut de MM' sur 1'faLorizon de Jf est connu ; representons^ 
le par comme a l'ordinairej alors Tangle OMM' sera egal a 
fjL-^Z. D'ailleurs, en consid^rant les deux arcs OP, OP' comme 
deuxmeridiens, les ordonneesj>^,y seront, par rapport a eux, les 
latitudes de My ikf'; et, comme dans le triangle spherique OMM' le 
c6te MM' = K est tres petit a Tegard des deux autres, on a, en vertu 
des formules (6), (a) (art. 196), et en feisant aoo^— /t* — Z=/^, 
pour abreger, 

{aT) y z^y ^ K cos \ ^ sin' ^tang j^; 
partant PP' = — x. 

11 suit de la que , si Pon connait , y en mdtres , on aura par ces 
fbrmules, en m^me mesure. Mais en partant de Torigine A de 
la meridienne, les coordonnees x^y sont nulles. 

Remarquez qu'il n'est pas necessaire que les formules (1) et (a) 
soient eyaluees avec une extreme precision. 

2o5. Le calcul d'un arc de parall^le s'effectue par un procede tout 
semblable a celui dont il a ete question a l'art. 301. 

Supposons que K\ K!'... soient, a partir de la meridienne 
principale,les c6tes consecutifs d'unreseau trigonometrique allant 
de Teet a l'ouest,par exemple, et, par les extremites de ces c6tes, 
concevons des meridiens : ceux- ci intercepteront sur un m6me 
parallele a 1'equaleur terrestre des parties qu'il s^agira de calculer. 
Or, si, apr^s avoir determine assez exactement les positions geogra- 
phiques des sommets des triangles, on designe par la latitude de 
J'extremite de K la plus eloignee de la meridienne principalej par iV^ 
la normale en.ce pointjpar H„, ia latitude du parallele dont on veut 
avoir la longueur, et par jV„ la normale a cette latitude, on aura. 
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relativement au c6tc et pour la paclie P„ de parallde cherchee, 

Dans cette formule tr^ssimple, qui provicnt du developpement en 
serie de sm P = ^^^^ , et de ce pnncipe, savoir : que les arc« 
semblables 5ont entre eux comme leurs rajons, on a 

2^/^ ?! = f . (art.167); 

(1 — e* sin» (i — e« «n* ^«)^ 

etant toujours Fazimut de K sur rhorizon de son origine, et 
compte du sud a Pouest. 

Pour chaque cote Ky on aura une equation semblable ou une 
valeur de P,»; si donc n denote la iongueur du paralleie a la lati-' 
tude on aura 

n = + + +• . . 

Ainsi, partant de la meridienne principale, pour se rendre a Pex- 
tremite de Parc a mesurer, on obtiendra, a i'aide de deux systemes 
de lignes telles que K^K'yK''...y deux valeurs de n, iesquelles se 
serviront de preuve mutueliement. Ce moyen, analogue a celui que 
M. Deiambre a employe pour calculer Tarc du meridien depuis 
Punkerque jus({u'a Barceionne, sera tr^s commode dans lapratique, 
si Ton a soin de former d'avance une table des diverses valeurs du 
logarithme de la normale, d'apres la connaissance approchee de 
Vaplatissement de la Terre ; parce qu'il n'jr a d'autre attention a ayoir^ 
que celle qui est relative aux signes algebriques, 

EXEMPLE. 

Supposant les memes donnees, et la meme notatioo qu'a Fart. 198, 
on demande Tarc du parallele compris entre ies meridiens du Pan-* 
theon et de Danmiartin, et dont ia latitude Hm, = 54'? 

On a H— 54',a74255, H' = 54',5o5oa5, 

et la table IX donne 

log N' = 6,8o6464a, log = 6,8o6445? j 
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de la , et en rerta de la formaie (B) ci-dessus : 



1«' terme. 




< 


1* terme. 






o,ooo445a 


log.facteur 


= 0,00593 — 
= 5,57491 


c.iog ir 




5,1935358 


3.log 


log cos 




9,82o4o65 


c.log 6 


= 9,33i85 


<c,log cos H' 




o,i855358 


a.c.log N' 


= 6,58707 


log.facteur 




0,0059311 


l.sin 2 


= 9,85885 ~ 


logjs: 




4,5^49711 


log.3« tenne 


= 9,o4658 + 


l.sin Z 




9,85885o6 — 






log i*' terme 




4,5877338 — 


3- 


terme. 



log 3" terme := 9,o4658 — 
Eecapitulatioji. aiog sin Z = 9,71766 

1« terme - a44i8-,659 ^clog cos^' s= 0,56706 

ae -f. o ,ii5 log5«terme = 9,i5i5o — . 

5e — o ,i55 



P, = — a44i8 ,661. 

L'arc cherche P. est affect^ dn signe ndgatif, parce qu^il se trouTC 
a rest du meridien du point de depart du Panth^on j il serait positif, 
s'il elait situe a rouest du m^me point. 



1. 
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CHAPITRE XVn. 

Usage des formules djfferenttelles trigoimmitriquesy pour 
corriger les positions geographiques pro^dsoires des points 
principaux dune carte. 

ao4. Les elemens des calculs trigonometriqucs sont si mtiltiplies, 
lorsqu^on a une longue suite de triangles a resoudre, qu'il n'est pas 
rare de commettre quelqu'erreur sur la longuear des coordonnees 
des extremites des cotes. Cependant, comme c'est de Texactitude de 
cesmemes coordonnees que depend celle des latitudes, longitudes 
et azimuts des objets terrestres, et reciproquement, il est important 
de vcrifier les resultats obtenus en premier lieu, et de connaitre les 
relations qui existent entrc les quantites susceplibles d'eprouver des 
yariations ^ afin que, si Fon ae trouv« dans k necessite d'alterer quel- 
ques-unes d'elles, soil par suite de meillewes observations , soit a 
cause de quelques erreurs primitives, onpuisse, de la maniSre la 
plus simple, evaluer les corrections qu'eprouvent les autres quan- 
tites en vertu de ces alterations. 

Par exemple : Trouver Veffet que produit sur la latitude, la 
longitude et Vazimut , une petite variation dans les distances 
d^un point d la meridienne et d sa perpendiculaire. 

Supposons que Fabscisse x re^oive un petit accroissement dXy 
que / soit son rayon de courbure a la latilude i/', et que dH' 
designe Tamplitude de dx-, on aura evidemment 

''*'=^. 

ou simplement, en secondes centesimales, 

lO 

Cette valeur de dJFt se prendra positivement ou negativement, 
selon que dx s'etendra vers le nord ou vers le sud. 
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Maifitenam, sii'<Hidifiereacie requat. (a'') de i'afL 196, par ra^ 
port a 7 seideiiieiil, oii aura^ ea 2if%Iigeaat ledemter tcrme relatif 
a l'excentricite <te ia Terre^ 

La correction de la latitude du 3ommet de la perpendiculaire 
est donc negative, quand la variation de cette perpendiculaire est 
positive, 

L'equat. (V^) foumit; par le m^me procede , 

iVcos-asm i ^ 

et l'equat. (c") donne 

I\ sin i ^ 

On trouverait avec autant de iaciiite des relations entre <fy et 
chacune des variations dH^j dP^ dz ^ dans le cas ou la latitude H 
du pied de la perpendiculaire serait cHeHtn^me -variable; mais^l cst 
plus commode alor^ de refaire en entier le calcui des formules. 

ao5. Cette methode ajant seolemenl; rapport aux petites varia* 
tions dans les distances d'un point a la meridienne et a sa perpendi- 
culaire, il faut resoudre le probleme pius generdlement. Supposons 
d'abord, que les latitudes et iongitudes de tous les points principaus: 
d'un reseau trigonometrique aient ete calculees a 1'aide d'un azimut 
provisoire j il s'agit de feire a ces latitudes et longitndcs les corrcc- 
tions dues a Terreur commise sur cet admut, sans recourirpour 
cela aux formules de Fart. ig5, ni a d'autres qui pourraient remplir 
le meme but. 

Comme les distances entre les points trigonometriques sont 
censees avoir ete determinees exactement, la iiouvelle orientatioa 
s'efFectue sur-le-champ, en faisant tourner tout le reseau autour du 
pointouron a observe Tazimut, d'uoe quantite atigulaire egale ala 
difference deraadmutvraiarazimutappr<)cbe.£n efiet, soil^(fig.43) 
le lieu de robservation, B un sommet quelconque de triangle, et C le 
pole de la Terre que Fon peut supposer spherique dans celte cir- 
constance. Si, en vertu de la variation observee dans Pangle BAC^ 
le point B doit etre transporte en S'; tout autre point lic invaria- 
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blementaupremier, sera^ par suite du mouyement commun autour 
de transporte en 6'; et Tangle hu4}/ qui est egala B^jB' sera ki 
variation d'azimut^ variation que nous supposerons de quelques 
secondes seulement. La question , envisagee sous ce point de vue , 
cst donc ramenee a chercher les equalions difFerenlielles d'un triangle 
spherique, dans lequel un aMgle est variable et les deuxcotes qui 
le comprennent sont constans. 

Soit u4BC ce triangle, et a, 6, cles cotes opposes aux angles de 
memes denominations; on aura 

cos a = cos h cos c + sin h sin c cos ^ (i), 
cos c = cos a cos h + sin a sin i!^ cos C (a), 
sin ^ sin c = sin a sin C (3). 

Si Ton differencie les denx premieres equations, en faisant varier 
a et C, et regardant i, c comme constans, on aura 

da sin a = dA sin ^ sin h sin c, 

o = — dasiixa cos h + da cos asmh cos C — dCsm C sin a sin h. 
Mais de la troisieme equation, Ton tire sin c = ^'°^^^ : mettant 
cette valeur dans la premiere equation diflPerentielle, on obtieut 

da = sin h sin C (m) ; 
et introduisant cette valeur dans la seconde, on a 

rfC= — cos h{i — cot a tang h cos C) dA {ri). 

Soit maintenant H la latitude vraie du point Jfif' la latitude 
approcheedupointJ5; Z Tazimut approche du c6te BA^ observe 
sur 1'horizon de^, et compte du sud a Fouest depuis o jusqu'a 4oo«^ 
enfin, P' la difFerencc approchee des longitudes despoints ^ et JS: 
les formules de correction {m) et {n) seront respectivement 

dir = cos H sin FdZ (m'), 
dP' = sin // (i — tang H" cot /f cos F) dZ {n!) ; 

puisqu'a la scule inspection de la figure, on voit que daz=z^ dH\ 
dA^--dZ et dC— dP'. 

II resulte de la, que 
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latitude vraie du point B=^It^ dH% 
difierence de lopgitude des points -rf et -B = P' + dP". 

L'empIoi de ces formules n'est sujet a aucune difficulte; j'observerai 
seulement que ia Variation d'azimut dZ doit ^tre piise avec son signe, 
et que Z doit ici se compter du sud a Test : ce serait le contraire s'il 
«'agissait du point b. 

<2o6. Gherchons mamtenant la variation d'un azimut quelconque 
pris sur Phorizon du point a rectifier et deduit du premier. 

Soient toujours 6, c, les deux c6tes constans, et^ l'angle variable 
du triangte spherique ^BC; cL/Ia variation de Pazimut de depart, 
et dB celle de Tazimut au point B : on parviendra a trouver le rap-» 
port de du^ a dByeu difierenciant Fequatioa 

cos b = cos a cos c + sin a sin c cos B: 

operation qui donne d'abord, apres avoir mis a la place de sin c Qos.i?, 
sa valeur deduite de cette m^me equation , 

da ( : ) + sm asm csm BdB = o: 

puis reduisant, on a 

da cos C+dB sin a sin C o. 
Mais da = d^ sin b sin Cj par consequenf 

sin a 

Soit donc Z Tazimut prisdu point^ et compte du suda PoUQSt, Z^ 
un de ceux qui ont ete conclus de celui-ci et qui se trouvent sur 
rhorizon de on aura, en vertu de cette formule, ct designant 
d'ailleurs par Hj H! les latitudes de ces deux points, par P' leur 
dii^rence enlongitude, 

parce que Z et Z' croissent ou decroissent en m^me tems. Ainsi 
sans repasser par tous les azimuts intermediaires, on assignera sur- 
le-champ la correction a faire a un azimut quelconque, par suite 
d'uii tres petit changement survenu dans celui de d^rt. 
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Si Ton difierencie dans la m^me bjpoth^e requati^n 

sin bsin sio B sin 

on aura 

dC sin h cos Cz=z d£ cos i? sin c, 

d'ou 

cos /> din c' 

egaiant cette valeur a la precedente , gn trouve 

dC $in c cos B 

dA "~ s^n a 

Telle est ia relation entre la yariation d'azimut de depart et oelle de 
longitude du point que Ton considere. 

Examinons maintenant le cas oii la latitude et la longitude du 
lieu principal d'une carte eprouvent une petite correction, et cher- 
chons rinfluence de ces deux corrections sur les posilions geogra- 
phiques de tous les autres points dii reseau. 

D'abord ii est evident que si la longitude absolue 9 da lieu 
principal augmentait d'une quantite quelconque les longi- 
tudes de tous les autres points du reseau, et comptees tonjours dans 
le meme sens, augmenteraient de la meme quantite. II reste donc a 
faire connaitre le mojen de corriger tant les latitudes et les ion* 
gitudes de ces memea points, que les azimuts conclus, lorsqu'il 
existe seulement une petite yariation dans la latitude du point 

Pour cet effet, Ton regardera c, ^ comme constans dans le 
triangle ^BC^ et Ton aura, par la methode de Tart. 196 , 

da — db cos C, 
dC:^ -- db^-, 

dB = db'^. 

sin a 

Mais, a cause de 6= loo^ — //, a = 100' — i/*, C—P^y dBs=z — dZ\ 
ct de ce que Hj iif, F' croissent en meme tems que Z' diminue, 
Ton a , pour la variation 

» ea latilude, dH' = dlf cos P', 

en longitude , dP' = dJI 

en azimut, dZ' = — ^"^^iW"^ 
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De sorte que, 

lalatitude exacte du point B sera + dlty 

sa loDgitude absolue et rectifiee ? + ^ + P' + dP' , 

et un azimut quelconque sur niorizonde 

ce point, de 2' qu'il etait, deviendra. . Z' + dZ^. 

' 207 . SupposoDS en dernier lieu, que tous les c6tes d'un reseau de tri* 
angles rattache a une base B provisoire, ai^tete determin^ a Taide 
de cette base, et qu'ii &ille les assujetir a la base definitiye J3-f* dB^ 
il est eTxdent qull sera necessaire de les multiplier par le rapport 

^ -4- dS 

constaht — . Soit donc K ua des c6tes calcules proyisoirement, 
et it -f- dK sa valeur exacte; on aura 

et par oonsequent 

log ( + « log Js: + log 

On a aussi 

«orrection d£ 5=s j 

enfin 

log (JS: V «^Jf) = log JT 4- log (1 H- ^ 

= logi. + ^-.^+... 



La correction dB de la basie a laqueUe se rattache le reseau, est 

B 



toujours assez petite pour que le premier terme — du developpe- 



ment d^dfissus suffise. 



» 

# 
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CHAPITRE XVin. 

JSvaluaiion de Vetendue mperficielle de la Terre, et d^une 
partie qitelconque de sa surface. 

De Vaire d^un triangle et de celle d'un trapeze spherique. 

ao8. Les triangles qui couyrent le pays dont on a leye la carte , 
presentent souyent une sorte de ramification continue autour du 
centre du iieu principal ; mais quand menie ces trian^es ne seraient 
pas tous lies immediatement les uns aux autres , la question proposee 
serait toujours ramenee a calculer les aires des triangles ou des qua- 
drilat^res spkeriques qui compoaent Faire du terrain ; sauf ensuite 
a evaluer les petites portions de surface qui pourraient ^tre com- 
prises entre les limites du pajs et led cdtes des triangles ou des 
quadrilat^res extremes dont il s'agit : evaluation qui s'eflPectue aise- 
ment araided'operationsgraphiques executees sur la carte miSme, 
comme on le yerra dans le Traite de Topographie. 

Lorsque les triangles du reseau ont peu d'etendae, on les eonsid^re 
comme des triangles rectilignes^ et ieur surface s s'obtient par la 
formule connue 

. e= — sm C. 
a 

S*ils sont de premier ordre, on en eyalue lasur&ce au moyen de 
la serie obtenue a la fin de Tart. loo, mais qu'on peut, dans tous ks 
cas, borner au second terme. 
En general on a, pour un triangle spherique ^BC^ 

€ = ^ + 54-C — a«j 

< designant PexcSs des trois angles sur deux angles droits. Lorsque 
Taire de la sphere est eyaluee en triangles trirectangles {Geom. de 
M. Legendre , liy. VII ) , Texc^s € r^duit en parties du quadrant 
exprime Taire meme du triangle : alors si S est la surface de la sph^rei 
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doDDiee en mesores coimuesy on aura $ exprimee en memes me- 
sures y pour le quatri^me terme de cette proportion, 

8^:€::.S:^4yj 

puisque la surface de la sphSre est composee de huit triangles tri- 
rectangles- Or, cette surfece 47r/% / etant le rayon dc la sphere, 
et TT le rapport de la circon£erence au diamStre. Donc , pbur les 
triangies spheriques qui font parUe de la sur&ce du globe terrestre, 
on a, en m^tres quarres , 

5" =1 4jr (6366198)% et log = 1 x,8o588oi , 

ou plus exactement, en prenant le milieu entre les logarithmes des 
deux demi-axes de la Terre donnes par M. D^Iambre (Base du 
Sjsteme metrique^ tom. III, pag. 196) et rapportes a Tart. 181 , 

log S = log IkTT 4- alog 6,80587 92654 = 14,70696 85948; 
ainsi = 50929580660 hectares = surface du globe terrestre, 

et logg^ .= 11,80587 84078, 

ou bien , exprimant le quadrant en degres sexagesimaux , 
log 8^ = 11,8496558984. 

Ainsi, pour avoir Paire d'un grand triangle spherique, au loga- 
rithme de Fexces de ses trois angles sur deux angles droits, exprirae 
en grades ou en parties de grade, on ajoutera le logarithme constant 
11,80587 84078, etla somme sera lelogarilhme de l'aire du triangle 
evaluee en metres quarres. On voit par la, avec queile promptitude 
on obtiendra Faire d'un polygone spherique decompose en triangles 
dont les angles sont connus. 

Mais lorsque tous les points d'un reseau trigonometrique sont 
donnes par leurs distances a une meridienne et a sa perpendiculaire 
(art. i64) , la surface d'un grand £tat se decompose en trapezes 
spheriques, dans chacun desquels on connait les trois cotes qui 
sont perpendiculaires entre eux. 

Four exemple, supposons que les cotes^, c quicomprennentrangle 
1. 43 
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A ( fig. i5 ) soient prolooges jusqu'a ce que lcs arcs Aft^B^ soient 
egaux chacun au quart de la circonference; alors les angles jS 
seront droits, etTaire du triangle isocele ^(X/3qui, en general, 
= ^ + flt4-j8 — deviendra =± L'aire du trapeze spherique 
afiBC^ ou AoL^ — ABC sera donc = — B — C. 
Mais, par ies analogies de Neper, demontrees a rart, 64, on a 

tang i (5 + C) = cot i ^ ^^-^] j 

donc si Ton designe par 2 Taire du quadrilatere spherique dont il 
8'agit, on aura 

tang f = cot (^±^ = /B+CK i 



ensuite 



et si Ton denote par^, y les deux cdtes Bj8, C« du quadrilatSre, 
perpendiculaires a la base ctjS s en sorte que y = i'* — by 
y s> — c, on aura, pour la determination de Taire la formule 

Cette formule, que nous venons de demontrer d'apr6s Lagrange 
{Trigonom. spher., pag. 376, 6« cahier du Journal de Vt^ole 
Polytechnique\ est tres utile pour mesurer les surfaces spheriques 
terminees par des arcs de grand cercle; pour en £iire usage, il 
faudra evaluer ramplitude de chacun des arcs/,y doimes en metres, 
ainsi que celle de Tarc de meridien Azsiosf — x (art. 196). De cette 
maniere,raire Ssera donnee en grades ou en degres; pour reyaluer 
en m^tres quarres , Ton procedera comme il a ete dit a Fart. 89. 

De Vaire d^une zdne spherique. 

2209. On sait que Taire d'une z6ne spherique est egale a son 
epaisseur E muitipliee par la circonference d'un grand cercle. Soient 
donc H et H' les latitudes des bases de la zdne, et supposons-les 
de mSme denomination, puis designons par f le rayon de la sph^re; 
on aura 

£ = / (sin — sin ) = a/ sin i (h' — H) cos ^ {H' + H) , 
circonfer«nce = a-Tr/j 
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partant, aire de la zdne^ ou 



2 = 4cr/*sm ^ (iT — cos + ir)- 



CalculoDS, a l'aide de cette formule, Paire de la zdne torride, de 
la z6ne glaciale et de la zdne temperee. La premi^re etant bordee 
par les tropiques du Cancer et du Capricorne, les latiludes de ces 
deux cercles sont 



de la ^ 4- = o. o 

— -ff = 46.56 , — = a5*a8'. 

Or, par ce qui prec^de , 



donc sur&ce de la zdne torride 2 sss 30280867640 hectares; nous 
avons 6te une dixaine du produit, pour satis&ire au principe de 
I^omogeneite ( art. 46 ) , et nous avons evalu^ la surfece en hectares, 
en divisdnt par 10000 les mdtres quarres donnes immediatement 
par log 2, ou, ce qui revient au meme, en diminuant de 4 unites la 
caracteristique de ce logarithme. 

Pour la z6ne temperee boreale, qui est bordee par le cercle po- 
laire arctique et le tropique du Cancer, on a 



= 4- 23. a8 

If ja =: 43. 4 i (^ — /i^) = ai^Sa' 
ir H =i 90. o i {H' + H) = 45. o. 
1. sih i(ir — i/) = 9,56471 63o65 
1. cos i llt^H) 9,84948 5oo2i 
• log.constant = 14,70696 85^48 



J5f = — a3.28 



de plus 



log 47r/* = 14,70696 83948 
l.sin i (i^* — Ja^) = 9,60011 8i358 

i.cos^(ir+j^) = o, 



logS = 14,30708 653o6; 



Iq&s 



i4,iaii6 97034 ; 



donc surfoce d'une des z6ne8 temperees = i3ai8i2o44o hectares* 
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EnfiD, pour une des zones glaciales, oq a 

== 90* o' 
H = 66. 3a 

ir ^ H = 33.28 \ {H' — jy) = ii*44' 
H' + H =^ i56.3a ^ (J^ + = 78.16 
log.sin 7 — H) = 9,30825 90190 
log cos 7 (^' + jH^) = 9,3o825 90190 
log.constant = 14,70696 83948 

log 2 = i3,32348 64328; 
donc surface d'une z6ne glaciale = 21061 36io3 hectares. 

Recapitulation. 

Les deux zones glaciales 4212272206 hectares. 

Les deux zones temperees 2643624o88o 

La zone torride 20280867640 

Surface enti^re du globe 50929380726 

Far le caicul direct • • . • . 50929380660 

DiflFerence. . . . 76 

Cette difFerence de 76 hectares vient de ce que, dans les recherches 
des iipmbres correspondant aux iogarithmes, nous n'ayons ea 
egard qu'aux difierences premieres; ce qui est bien sufiisant quand 
6n ne veut, conune dans le cas actuel, que des resultats en nombres 
ronds. 

De Vaire d^une portion de zdne spheroidique. 

210. Considerons, pour plus de generalit^, ia Terre comme un 
^UipsoVde de revolution, et cherchons Faire 2 d'un quadrilatere 
forme sur le spheroide elliptique, par deux meridiens dont la difi^- 
rence de longitude = et par deux paralleles dont les latitudes 
sont o et 

D'abord, en prenant toujours pour equation de rellipse generatrice 
du spheroide terreslre , 

Taxe de rotationsera celui des^; ainsi, la difi^^entielle de Faire 2> 
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faisant partie de la zdne entiere engendree par la reyolution de 
rarc ^de Tellipse autour du petit axe sera en general 

^ etant le rapport de la demi-circonference au rajon, Qdesignant le 
quadrant, et x etant le rayon du parall^le a la latitude J7exprimeq 
en grades ou en degres. Or, on a (art. 170) 

^ a(i +yi)»co8 g , &«(| -f,»)i dR 

X — r 9 ^ — J y 

par consequent^ la differentielle de Taire du quadrilat^re propose 



sera 



expression qui peut s'integrer par series ou par logarithmes. Suppo- 
sons^ comme a rarti^d, 

^ I +jE,^cos6^+€tc...r 



onaura 



Ssag^ (i + ny co8/y+i:cocos//cosa.ff i 

a (i _«•)!•/ I ^-JB^.^cosi/COS^fi' > 

cos i/cos 6J5r+ j : 

Transformant chacun des termes de cette serie , au moyen de la 
relation acos H cos ftJJ =5 cos (/a + 1) 11+ cos (/u — 1) Hi puis 

integrant et remarquant que ^'^^ = ^/7"? ™ ? ^ ^^** ^ ' ^ 
viendra 

Mais, d'aprds Tart. 179, on a 
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on a aussi 

E(,j = am (zn — m), 
E^s) = — (3« — sim), 
= nm* (4/1 — 5m). 



Par conseq^uent 

D'ailleurs, de /z = — .^^, on tire 

71 H- m' = 3771 — 771*71 + 771'; 

ainsi 

Eco + = — 2771 [(l — 7l) (a 4- 77»)], 
JScO 4- = + 3771* [(l — 7Z) (5 4- 3771)], 

£cs) + E^o = — 3771' [(l — 71) (4 + 5771)]; 



et enfin 



2 = ^ f sin H—^m (a 4- m) sin 3i/4- j W (5+377^)sin5^| . v 
l — ^77i'(4+577z)8in7^4.etc. J^^^' 

formule daos laqueUe m = (art 17 5). SL donc Ton employait 

Faplatissement , on aurait = ^ , et afc = Hf a\ 

On obtient cette serie reguli^re par un autre procede, ainsi qu'il suit. 
Si, dans Texpression diSerentielle 

{/S = Trxdsj 
on met pour x et ds leurs valeurs respectives, 

acosH b^dH 
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trouyees aux art. 167 et i6g, on aura 

(i — c*8in»H)»' 

Or, en feisant e sin ^= z, il est eyident que 
d'ailleurs 

(1 — *y ~ La(i — *^ a(i — aoJ 
ainsi integrant, il yient 

et par consequent 

^=t,''»-[r~?5rB+iiog.hn..(i^SD] 

sans constante, parce qu'elle est nulle lorsque ^= o. Pour appliquer 
plus commodement les logarithmes ordinaires a cette expression , 
soit ^ sin = sin ^ ; on aura, en iaisant attention qu'il &ut coih 
vertir , dans le second membre , le logarithme ordinaire du facteur 
du secondterme en logarithme hjperbolique ouneperien, 

2«J'^7[^+iloS-*«"S(5o' + i,p)] (5), 

i(f etant le module o,434a94 (art. 107), 
II resulte de la, que Taire entiSre de Fellipsoide a pour expression 

Mais, pora* retrouver la serie pr^edente , Ton remarquera d'abord 
({u'a cause de 



— ";jrLe(i - **) ^ ej i - 
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00 a 

2 py&* r sin g r dHcos H 

valeur qui, d^apres Tart. 170, peut etre mise sous cette forme: 

^ pyfe* / I ^\ r s\n H , dHcos H " | 

^ — ^ Li + n cos a£r"*"y i +/icos aHj- 

Or, en developpant en serie chacundestermesdusecondmembre, 
puis faisant les transformations qui se presentent d'elles-memes, 
pour n'avoir que des cosinus lineaires, et integrant, on retombera 
definitivement sur la serie (1). 

II suit de la, qu'en designant par et /f' les latitudes de deux 
paralleles, et par p,/?' les longitudes de deux mcridiens, Faire Z^.) 
du quadrilatere compris entre ces lignes, sera,enfaisant d'aiUeurs 

2^,^ ^ TTfLh (^-^) [sin ^ cos * — j tti (a -|- m)sm 5^ cos. 3*) 
* \ +i'^*(3-f-2/n)sin 5^ cos 5*( . 

— ^ /Ti^ (4 -f- 3/n) sin 7^ cos 7*! ' 



serie dont le terme geaeral est evidemment 

=fc TFah (^-^)[[ir=7^'"' [i>(w)/»]»in(ai~ i)? cos(az— 

le sigoe superieur ayant lieu lorsqu^ qui est le nombre des 
term«s, est impair, et le signe inferieur devant 6tre pris dans le 
cas contraire. On a par la le moyen de calculer, avec une extreme 
facilite , Faire de retendue d'un pa js dont on a qoQstruit la carte a 
Faide des latitudes ct des longitudes. Par exemple, on peut em- 
brasser dans un seul calcul la plus grande portion d^ cette etendue 
comprise cntre deux meridiens et deux paralleles; ensuite evaluer, 
d'apr6s des mesures prises sur rechelle de la carte, les rapports que 
les parties du terrain figure dans les quadrilateres partiels ont avec 
pes memes quadrilat^res dontles surfaces s^exprimerontenmesures 
quarrees, a Paide de la formule precedente (*). 

(*) ^^y^^i pour r^xpreseion de Taire d*ua ellipsoide qaelconque, les Exerckes 
de Calcul integral par M. Legendre, premiere. partie, page i8a. 
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sii. Ceux qui voudront rechercher diyerses expressions du 
Tolume d'un segment de spheroide terrestre, compris sous des bases 
paralleles au plan de i'equateur , n'auront pas de peine a les trouver 
d'apres ce qui prec^de» Par exemple, si o et ^sont les latitudes de 
ces bases, le voiume V de ce segment sera donne par la formule 
suivante : 

^= ^/WjK = sin H.{. - i rd^) 
= ^h^f sin //.(i — . 1 sin» H), 
OH, par cette serie reguliere et simple , 

T^^irVf sin^.Q — J ^ sin^ZT. (i -f- sin* + ^ sin*i/+...)3 

/ et / etant, comme a l'art. 187 , les rayons de plus grande et de plus 
petite courbure de la sur&ce du spheroide terrestre, au point dont 
la latitude est H. 

Application numerique. 

aia. I^tant donnees la diflerence p — p' des meridiens exlremes 
d'une portion de z6ne spheroidique et les latitudes i/, H' des pa- 
ralldles qui bordent cette portion de zdne sur la Terrej evaluer en 
hectares l'aire 2^.) qu'elie renferme. 

Soient 

45-4o'i5^ i^^^^a^S^g^ 
6,8o458 3g646enmetres, 

6,8o3i7 45663; 
on aura, en se bornant aux trois premiers termes de la serie, 

^ — «rfli/^S^E^Msin^pcos* — im (3+ m) sin 5? cos 3*1 
^o— Vso* )\ +iOT'(5 + 3/7i)sin5fl)cos5*J^ 

de la 



ji— />' = 5M8' = 5%5, // = 
aplatissement = y^^, loga = 



1. 
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H = 45« 4o' i5" 
H' g= 4a. 8. 9 



H-^H' 5.5a. 6 
i(H"^H') sa= 1.46. 3 



ss f... .5f = 5'i8' 9" 



H-hH' s:^ 87.43.24 

= 45.54. la = * 5« = i5i.4a.56 

, ,335 5? = 8.5o.i5 

j m (a H- 7/i; = g . ^g;^ 5# = ai9.3o. o 

Tous les elemens de la formule etant prepares , Ton procedera 
au calcul de chaque terme ; et comme le premier est le plus consi- 
derable , on revaluera au mojen des grandes Tables de Vlacq a 
10 decimales. Quant aux deux autres termes, il sufiGbra de les cal- 
culer avec les Tables de Callet. 

D'abord il est a remarquer que Tangle ^ elant tr^s petit, il con- 
vient, pour avoir son log-sinus exactement, de tenir compte des 
diSerences troisiemes. Or, les Tables citees donnent 



log.sin i*46'o" ==: ^ 



8>488g6 3i63o 



— 10704 
— • 10678 



+ a6 



68 aiooi 
€8 10397 
67 99619 

et d'apr^s Vart. io6, si ^ desigoe le logarithme-sinud cherche, 
on aura 

(I) (II) (III) 



a ' • a 
lyatUetnrs, les tables «tant calcul^s-de to" en on aevidenitnent 
h = io"j et a cause de nh = 5", il s'en8uit que n =o,5. De la 
(I) = 0,5 X 6821001, (II) = (-.o,io5) X (— 10704) 



= ao465oo. 

(III) = (0,0696) (36) 
1,5. 



= ija5,9. 



ui = 8,48896 5i65o 

(I) = -f- ao 465oo 

(II) = + iia5,9 
(III) = + 1,5 

log sin 1*46' 5" = 8,48916 79066. 
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Afin de faire remarquer la concordance des resultats obtenus 
des methodes difiPerentes, cherchoas derechef le sinus de i''^^'^''^ 
par cette serie 

log.sin (a -f- = log.sin d -f- Mx cot a(i — +•••), 

demontree a Tart 101. D'abord on a 

a 2= i*46', log. sin a = 8,48896 3j63o, x = 3''} 

et ensuite, en calculant les deux termes en il vient 

log M = 9,6377843 
log 5" 5s= 0,4771312 
c.log B!' = 4,6855749 
I.cot a = i,5io83o4 

log^^cota = 6,3ii3io8 z=z 47910 
teg5''4-c.k>g/i" = 5,16370 
c«Jog $in 2a = 1,31031 

3,684fl3 = 483 

-|- 30 47437 
log a = 8,48896 5i63o 

log i*46'3" = 8,48916 79057. 

M. Delambrea doome, dans les Tabies de Borda, Ie« logarithmes 
sinus et tangentes de 10 minutes en loininutes centesimales pour 
tout le quart de cercle, ayec onze decimales. On interpolerait par 
cette methode entre ces logarithmes; mais alors on aurait 

oompL leg = 4,19611 987705. 

Voici le calcul de log cos 43* 54' 1 3". 

On a A = ro", Jih = 3", = 0,3; 

ct, d'apr6s les tables^ 



Iog.co8 43»54'io" 






9,86764 45397 


— 9oa648 






— 303667 
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ni^A = (OjSj) ( — ao2648) == — 406129,6 



72.ii^/-^ = (~o,o8)(-.i9) = + 



1,5 



— 4o5a8,i 
9,8676445297,0 



l.cos 43*64'ia" = 9,8676404769. 

Quand les differences secondes sont presque constantes, comme 
dans ce dernier cas, Ton peut se contenter des diflerences premieres 
ou de la methode des parties proportionnellesj c'est ce qu'a fait 
M. Delambre, dans le caicui des triangles de la meridienne par ies 
Tables de Vlacq. 

Procedant maintenant au calcul de la formule 2^.), on a 



1*' terme. 



terme. 



log^ 
loga 
log h 
log(/? — 
c.log9o 

8om.=logfact. 
l.sin ^ 
l.cos <b 

log i^^terme = 11,2217601461 



0,49714 
6,8o458 
6,8o3i7 
0,72427 
8,04676 

12,87494 
8,48916 
9,86764 



98727 
39646 
46662 
68696 
74906 



log.fact. = 

1 — = 
idem = 
1.1236 = 
l.sin 5(p = 
l.cos 5^ = 



17637 
79066 

04769 log 2« terme = 8,69771224- 



12,8749418 
9,6228788— 
7,2097148 
7,2097148 
5,0916670 
8,9667379 
9,8230671 — 



3* terme. 

log.facteur = 12,8749418 

log j = 9,3oio5oo 4- 



1.1865 = 
Slog^ = 
l.sin 6<p = 
l.cos 5* = 



5,2678754 
1,6291444 
9,1864834 
9,8875019 — 

6,1467769 — . 



On trouve dans les Tables de Vlacq, que le premier terme de la 
formule estcomprisentre 16662 et i6665; ainsi a = 16662, etA£=i. 
Deplus, 
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log i*' terme, y = aai^S oi46i 
log a, = aaiya ^iSoi 






360642 
360626 


— 16 


y — = a 3oi6o 



de la, et en vertu de Part. 106, 

/i =«3:^ = 0,8833 2^cr--^ = (-o,o585)(-i6) = o,9; 
et plus exactement 

« = S| = °'883o4; 

par suite, 

nombre cherche, ou a + = i666a + o,883o4 

= i666a883o4oom^tres; 

^nfin, 

1«' terme = i666a883 hectares. 
*^ a« terme = 4- 49866 

3* terme = — i4o 

surface = 16713^99 

II &ut bien faire attention , que les sinus et cosinus des angles 
etant des fractions, Ton doit supprimer de la caracteristique des 
logarithmes, autant de dlxaines qu'il existe de ces fractions comme 
facteurs. Cest pour cette raison que Ton a rejete 5 dixaines de la 
somme des logarithmes qui composent le deuxi^me terme; et 
comme la soustraction a pu s'efiectuer, la caracteristiq^e 8 restante 
appartient necessairement a un nombre de metres compose de 
9 chiffres. Mais toutes les fois que le nombre des dixaines d'une 
somme de iogarithmes sera moindre que ceiui que Ton doit retran- 
cher, la caracteristique representee par le chiflPre des unites appar- 
tiendra a une fraction. 

Lorsqu'on veut donner plus d'exactitude au resultat que procure 
la methode d'interpoiation precedente , on prend trois differences 
premieres consecutives, desquelies on deduit deux differences se- 
condes;et si. celles-ci diffSrent Tune de Tautre, leur demi-somme 
represente alors la valeur de ^^A. 
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CHAPITRE XIX. 

De la r^frdction terrestre ; moyen de la determiner sur la 
Terre supposee spherique. 

21 3. Nous avons deja feit obserrer (art. 17 ), que lorsqu'un rayon 
de lumiere traverse obliquement Patmosphere , il se detourne a 
chaque instant de la route qu'il suivait dans rinsiant precedent, et 
decrit une courbe dont la concavite est tournee vers la sur&ce de la 
Terre; parce que la force refractive des couches atmospheriques est 
pioportionnelle a leur densile. Un observateur qui regoit Tim- 
pression de ce rayon , le roit par consequent dans la direction de 
la tangente a la courbe ou trajectoire dont il s'agit. Cest cet effet 
que Ton nomme refraction. 

Dans la supposilion que la densite de Fair est constanteala meme 
hauteur aU-dessus du niveau des mers, et que la Terre est spfaerique^ 
le r^yon lumineux ne peut se mouvoir que daos un plan vertical; 
puisque ce plan partdge symetriquement, en deux portions egales^ 
toutcs les €0iich«8 atmospheriques, Cepeodant, les variationa fre- 
quentes et singuK^res que la densite de Tair eprouve pres de la 
surface de la Terre , modifient teliement la trafectoire lutiiiiieuse, 
que de concave qu'elle 'est dans retat ordinaire de fatmosqphcre^dlc 
devieht queltipie fois convexe, ct noiis fait voir idors les ob)ets au- 
dessous de leor liea reel; c'est le casdes rdractk>ns extraordinaires. 
Tl peut m^ttie arriver que cette trajectoire soit a doubfe courbure, . 
et qu'elie donnelieu a une refraction laterale. Quelques observateurs, 
et M. Delambre principalement, attribuent a ce demier phenomene 
une partie des ecarls des series d'un m^me angle entre deux objets 
twrestres. Cette deviation horizontale nepouvantetre evaiuee,ce 
qu'il y a de mieox a fairc pour eluder son infiuence, est, comnae 
nousravons prescrit, de prendre plusieurs series d'un meiDe angle 
aux epoques du jour ou les refractions extraordinaires sontle moins 
a redouter. 
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Les operations {eodesiqaes que )'ai faites en Italie et dans le Mi- 
lanes, nfont vus a mSme d^observer moi-meme ce dereglement des 
refractions terrestres. Les chaleurs d'ete occasionnent continuelle* 
ment des yapeurs qui 3'exhalent de tous les petits canaux qui ar- 
rosent rimmense plaine de la Lombardie, et c'est pour ainsi dire 
un autre phenomine , que d'y yoir Fatmosph^e purifiee par les 
vents. 

ai4. Voyons comment on mesure la refraction terrestre, en 
supposant qu'elle n^ait lieu que dans !e sens yertical. 

Si du point A (fig. 44) , on observe un objet terrestre B eloigne, le 
rayon lumineux qui en transmet Timage, jsuivra, d'apr^s ce qui pre- 
cede, la courbe BDA^ et robjet B sera vu dans la direclion de la 
tangente a cette courbe, c'est-a-dire en B\ L'angle BAB mesure 
donc Teffet de la re^action sur la position de Tohjet observe. 

Dans la pratique de la Geodesie, la trajectoire BDA^ dont ilest 
impossible de connattre la nature , est heureusement toujours assez 
petite pour qu'elle puisse ^tre assimilec a un arc de cwde, ou, ce 
qui est de mSme, ^tre remplacee par eon cercle osculateur; ainsi 
Tangle de refi*action BAB^ forme par une corde et une tangente, 
a pour mesure la moitie de Tarc AB soutendu par cette cord^. 
Pour unobjet Z7inlexmediaire, la refraction serait rqpresentee par 
Tangle B^AD^ qui auraitaussi pour mcsure \ AD. II suit de la, que 
la refi-aclion terreslre en A est proportionnelle aux arcs AD^ AB. 

Maintenant si, par les points A^ 27, B^ ronconQoitles verticales 
AC^ DC^ BC qui passent par le centre C de la Terre, les arcs de 
distance ad^ aby faisant partie d'un grand cerde, seront, a tres peu 
pres, dans le m4me rapport q^je Jes arcs corr<espondans ADy AB 
de la trajectoire. II est donc vrai de dire que la refraction terrestre 
est proportionnelle a 1'angle forme parles yorticales^lesejMremites 
de la courbe de refraction. 

D'apr^ cela, soit r la refraction BABf corresporidante a rampli- 
tude Cde Farc terrestre ah -^ on aura en general 

r = TiC; 

n etant un coefficient que Fexperience fait connaftre, et qui est 
constant pour le meme etat de 1'atmosphere. 
Soit toujours C le centre de la Terre (fig. 45) ^A^iB deux sigoaux. 
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Si du poinl A ron observe le point JB, celui-ci paraitra en V par 
reffet de la refractionj de meme le point ^ paraitra en^^', observe 
du signal B. 
Faisons les distances apparentes au zenit 

ZAB = eT, J^BA' = 
et.les angles de refraction 

BAE = r, ABA' = fy 
on aura, pour ies distances vraies au zenit, 

ZAB =z + r = D, 
VBA = J' + r' = i7j 

donc 

ZAB + /^5^ = cr4- cT^ + r+ T^ (i). 

D'un autre cote, puisque Tangle exterieur d'un triangle vaut ia 
somme des deux interieurs opposes, on aura 

ZAB = C -f- ABC, 
VBA = C -f- BAO, 

donc 

ZAB 4- ^BA = 2^ + C = D ^ D' (a), 

Ce resultat nous apprend que les deux distances vraies au zenit 
surpassent deux angles droits d'une quantite precisement egale a 
Tarc de grand cercle mene d'un signal a i'autre. 

Enfin des equations (i) et (2), l'on conclut 

+ 4- r 4- r' = 2^ -I- C; 
ou bien, a cause que r est sensiblement egal a r^, 

'•^f-r + (3). 
Divisant tout par C, Ton aura 

J = i£:=i£+izi^ = „ (4), 

ct enfm, r = nC. 
n varie d'une maniere tres irreguli^re, et il parait impossible dc 
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paryenir a assigner la loide ces variations d'apres les indieations du 
barom^tre et de Fhjgrom^tre. M. Delambre a remarque en France, 
que n a enyiron pour valeur moyenne 0,07876, ou simplement 0,08. 
II a quelquefois trouve par des tems brumeux o,i5, et en hiver 
seulement; plus communement 0,06 a 0,08 en ete, et 0,08 a 0,10 en 
hiver. D'autres observateurs ont meme trouve o,5 par les tems de 
pluie. Si n etait negatif, la refraction abaisserait les images des 
objets, au lieu de les elever;tnais ce phenomene est rare. 
U suit de ce qui prec^de, que 

ZAB = cT + r = iQ 4- ^ C + ^ (J^ — cTO, 

H serait sans doute necessaire que les distances zenitales des 
points ^elB fussent prises au meme moment par deut observa- 
teigrs; mais, comme il est tres difficile de recueillir des observations 
reciproques et simultanees de ce genre , on prend a chaque station 
plusieurs series dans les circonstances atmospheriques lesplus &vo- 
rables, par exemple, vers le milieu de la journee et par un beair 
tems, et alors la mojenne des resultats de ces series (art. 118) est 
celle qu'on emploie, soit dans le calcul du coefficient n de la refrao- 
tion, soit pour determiner les difierences de niveau. 

ai5. Dans ce quiprecede, nous avons suppose que les cercles 
etaient places aux sommets des signaux, et c'est ce qui n'a pas lieu 
dans la pratique. Si, par exemple, le centre du cercle est au pointa, 
dans Taxe du signal, la distance vraie du point B au zenit est ZaB^ 
et sa distance apparente observee = ZaBy designons celle-ci par A, 
Fon aura evidemment 

ZAB = ZaB' + ^Ba = A + ^Baj 

reste donc a determiner Tangle ABa^ qui est Terreur conunise* 

Soient AB^AB Aa^ Aff et ABa = dA; le triangle 
ABa donnera 

sm dA = — — . 

Prenant l'arc pour le sinus, et reduisant en secondes, il viendra 

ji A dJff sin A /r\ 

i. .44 
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Lorsque les triangles sont calcules suivaat la methode de Tart. i55, 
on obtient la corde de I'angle C pour une sph^re dont le rayon est 
la distance dc rhorizon de la mer au centre de la Terre, et cette 
corde est plus courte que la distance aB = K. Pour evaluer rer- 
reur, on pourrait rendre dA fonction de la corde connue et du 
rayon de la Terre {Memoire sur la determination dfun Arc du 
meridien, par M. Delambre, page 92); mais il sera suffisant, 
dans tous les cas, d'employer la formule preccdentc, en faisant ab- 
straction de la dlfiPerence de Tarc a la cordc. 

La correction precedente etant appliquee aux deux distances au 
zenit observees, on aura , pour celles qui 1'auraient cte aux sommets 
des signaux, 

Z^B' = A + dA = cT, 
VBA' = A' + dA' = cT. 

Bien entendu qu'il faudrait prendre dA et dA' negativement, s'il 
s^agi^sait de reduire les distances zenitales aux picds des signaux; 
et comme Ton £iit toujours en sorte de mettre le cercle le plus pr^s 
possii;lc de Taxe du signal, Ton n'a aucun cgard^ dans le calcul de 
cette reduction, a rerrcur d'excentricite , parce qu'elle est d'une 
extreme petitesse, ainsi qu'il est aise de s'^ assurer. 

Teiles sont les valeurs a employer dans les formules (5) et (4), 
pour estiraer la refraction ; mais , pour rendre cette theorie com- 
plete, indiquons les moyens de determiner dff ou la hauteur du 
signal au-dessus de la lunette, lorsque cette hauteur ne peut dtre 
mesuree directement. 

S'il s'agit d'une fl^che qui ait peu d'elevalion, on mcsurera le 
diametre a deux hauteurs diSerentes, ainsi que la difierencc des 
deux hauteurs , et Ton considerera cette fleche comme la pointe 
d'un c6ne tronque. Or, soient Z?, Z?' les diametres inferieur et su- 
perieur, h la distance des deux bases, x la partie du clocher qui 
«'el^ve au-dessus du diametre superieur JD'; on aura, ainsi qu'il 
est demontre dans tous Ics elcmens de Geometrie , 

Mais lorsque la pointe de la fleche est trSs elevee, unc pctite 
erreur sur la determination des quantites D — hy pourrait 

en occasionner une tres grande sur la hauteur x. Alors soit B (fig.46) 
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la pointe de la flScIie obseryee du point B^la galerie oir a ele 
place le cercle : on mesurera les angles Z-^fl, ZAB! ^ et B:Aff 
«era la difl^reace des deax distances au 5&enit : or, le triangle jiBBl 
donne 

Aff am A 



Bff. 



mais AB^ est tr^is peu diflPerent de aV= AT, et Ton a ABB^J^^+t^ ^ 
ZAB^^-^-r-, donc J5=a<i— (/'+7^) ; donc BB ou 



jjj ^ KsinA _ KiinA 



KsinA Ksin A 



Dereloppant le denominateur par la formule connue du cosinus 
de la somme de deus; arcs, on aura 

Ajff K sinA 



coi i — C)cos ^ — sin — Cysin A^ 

ou bien 

goll^^-o [i-tang^tang K*r'-^+C)r ; 

mais 7 (cT'' — + C) elant un tr^s petit angle, on peut se contenter 
du premier terme de la serie; donc assez exactement 

y/rr— tang A 

M. Delambre fit usage de cette formule pour dcterminer les hau- 
teurs des fl^ches d'Amiens et d'0rleans; il obscrvait d^fde deux 
stations voisines, et prenait le milieu entre les deut r<fsuilats doitt 
la difference etait legere. Dans tous les cas semblaBtes, il faut 
faire en sorte de se placer le plus pr^s possible du point de mire, 
afin que la reduction a ce point soit plus sufe. 

Calcul de la refracUon ferrestre. 

91 6. A 17" au-dessous du sommet du signal A (fig. 45), on a 
observe la distance auzenit ioo^,a4o8 du sommet du signal JBjre- 
ciproquement a i5",i au-dessous de rextremite superieure da 
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signal Bj on a observe la distance au zenit 99^9359 da point ^ : 
la distance rectiligne entre les deux signaux etant de a85o4",75=:£, 
on demande la valeur de la refraction et celle de son coefficient? 

Four reduire les distances au zenit aux sommets des signaux, 
on fera usage de la formule (5) : ainsi, par rapport au signal on a 

djET = 17-, A = loo^ja^oS, 

et par rapport au signal 

AH' = i5-,i, = 9^,2^^ y 

log dJJ = i,&3o45 log dJT = 1,17898 

1 sin A = 9,9.9,999 I = 9,99999 

c\oiKr=z 5,54508 c log /i: = 5,54508 

c.logsin i* = 5,8o388 c.log sin i* = 5,8o388 

logdA = a, 57940 = 579*,67 logdA' = a^Sa^gS = 537*,a4 

A = ioo^,a4o8oo = 99^9^5900 • 

4. dA = o ,037967 4- dA' = o ,o337a4 



RMnction | 8767 = / R^dnction | , 5 5^4 = y. 

Lorsque les distances apparentes au zenit sont reduites aux som- 
mets des signaux, on emploie les formules (3) et (4) pour ayoir la 
refiractioy r et son coefficient 71. On ne peut, a cet egard^ esperer 
d'arriyer a des resultats bien concluans, que quand tous les ^emens 
des deux formules dont il s'agit, ont ete recueiiiis ayec les attentioDS 
les plus scrupuleuses. Ce qui nuit sbguli^ement k la bonte des ob- 
seryations et les rend tr^s discordantes, c'est lorsqu^elles sont 
i^ltes dans les momens ou les objets sont fortement ondulans. 

Lesformules citees exigent queronconnaisserangle aucentre C 
exprim^ enpartiesdu grade.Or, la distance JTentre les deux signaux 
>t/ et£9 = a85o4",75; et Ton a reduit en secondes, a Taide 

de la formule C = ~ = -^, 

^ ^ sm I ' 

parlant , log = 4,4549172 

. c.I.sin 1* = 5,8o588oi 
clog / = 5,1954695 

3,454a668 = aS^e^^ai. 
La distance ^B repond donc a im arc de a8'46*,9i. 
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Pour plus d^exactitude, on fera bien de prendre pour / le rayon 

de la Terre dont nous ayons donne la yaleur moyenne a l'art, i3o; 

ou bien encore employer le rayon de courbure de Tarc Ky pour le 

lieu de robseryation (art. 187). . 
Voici maintenant le calcul de la refraction r et du coefficient n. 
On a, par ce qui precede^ 

(3) r = f -HcJ^ + J^-aoo'), 

€t &x yertu des yaleurs trouyees ci- dessus , 
= ioo^,a787%67 

+ cT' — aoo = o ,a383 ,91 

aoo) = — 0,1191 ,95 
^ C = + o,i4a3 ,10 

r = + ,oa3i ,i5 log r 

clogC 

logTi 

donc n = o,o8ia 

Ainsi, quand la r^fraction est constante, on a 

r = nC= (0,08) a 

La recherche des lois de la refraction interesse singuli^rement 
FAstronomie. Les premiers succ^ en ce genre sont dus a Lambert; 
maisensuite Euler et Lagrange sont paryenus a determiner, d'une 
mani^e plus rigoureuse, la trajectoire decrite par un rajon de 
lumi^re qui trayerse Tatmosphere. Enfin, M. Laplace a perfectionne 
etcomplete cette theorie, dans le dixieme livre de sa Mecanique 
celeste : nous en donnerons une idee par la suite. 

La refraqtion terrestre presente, dans certains etats de Pat*- 
mosph^re, des phenomenes tr^s singuliers, et dignes de toute Tat* 
tention des physiciens geometres. J^oyez a ce sujet un ouyrage 
i|ue M.Biot a publie sous ce titre : Recherches sur les refractions 
extrqordinaires qui ont lieu pres de Vhorizon. 



8,36389 
= 0,54573 

= 8,90963 
= -r: enyiron. 
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CHAPITRE XX. 

Determination des differences de niveau j par les procedes 

trigonometriques. 

317. Deux ou plusieurs points sont dits de nipeau entre eux y 
lorsqu'irs appartiennent a une meme surfece semblable et concen-^. 
trique a celie des eaux tranquilles de la mer; et ime droite perpendi- 
culaire a la direction de la pesanteur cst dite une ligne horizontale 
ou une ligne de niveau apparent En supposant que la Terre soit 
une veritable sph6re, toutes lcs verticales ou lignes de gravita- 
tion passent par son centre; mais si on regarde le globe terrestre 
comme un spheroide engendre par la revohition d^une ellipse au- 
tour de son petit axe, les verticales sont desnormales a la sur&ce 
de ce spheroide. 

Ces definitions etant bien comprises, il s'agit de proceder a la 
recherche des formules propres a la determination des diflerences 
de niveau dans chacune des deux hypotheses precedentes, afin de 
juger avec connaissance de cause du degre de precision qu'oi>peut 
obtenir dans les deux cas. 

1" HYPOTHESE. 

La Terre etant spherique. 

31 8. Soit C (fig.46) le centre de notre globe repnte sph^rique, 
ct -B deux points inegalement eloignes de ce centre. Si ^B' est 
une ligne de niveau vrai ou un arc terrestre, la hauteur BB^ ^dif 
sera la difference de niveau des deux points B. Or, par les 
operations geodesiques, on connait la plus courte distancc de ces 
points, ainsi quc leurs distances zenitales reciproques, ou tout au 
moinsrune d^elles; on a donc tout cequ'il faut poup determiner dlf. 

Eu efiet, representons par / la distance zenitale apparente du 
point jB, observec de la slation par cT' la dislance zenitale appa- 
rente du point observee de B; par C FangU que forment ies 
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deux verticales passant par ^ et J? et se coupant au point C; par / 
le rayou de la sph/^re dont la surface s'ecarte le moins possibie de 
celle de la Terre aux lieux des observations; par r, les reftractions 
dont les distances apparentes cT, «T' se trouvent respectivement 
afiectees; enfin par 2?, les distances vraies cr-f.r, cT^ + r^; et 
supposons d'abord 2? < UMe triangle rectiiigne ^BC donnera 

sinD': / :: ain2?:/-f.d[^, 

tfou 

»»T ^ /sin jD — sin Z/V ' 

^^ = r\ — — } 

Puis a cause de sin 2? sin jy = acos (^~—^ siu ( ^~^^ > «t 
- de - "^^ - ss xoo^ 4- ~(art.3i4), ou de cos^2-i-21^ 2= — sin ^ , 



on aura 

9^8in^8miiD' — D) sin ~ sin J (Zy — 27) 

Mais en general 

cos (5C) = cos {— «), ct sin ^ = (^)~ V- 

de plus fCz=:K^^ Kt etant Varc qui mesure la distance des station« 
-^, By et dont la corde est K^ ainsi a/ sin ~ = , et 

ou 

cosi(zy — z>+ o 



, /gsinUg--P) 



Supposons maintenant D>D'i le triangle -^BC (fig. 46 ftii) 
donnera 

siaDifiisinD^: f + dN\ 

par consequent 

et par suite, en procedant comme ci-dessus, ou, ce qul est plus 
simple, changeant dans le resultat precedent DmD\ etvice persd. 



55j TRAIT^ DE GtOD^SIE. 

puis supposant qu'on niyelle en allant de ^ en 5, 

' cosi — ^ + <^y 

ou 

dN=K ^.^J^PL^ (2) 

Si Ton compare cette valeur a la precedente (1), Fon reconnaitra 
que celle-ci est negative et que Tautre est positive, mais que dans le 
denominateur, la difference 2?' — 2? doit toujours ^tre prise posi- 
tivement, lorsque Ton emploie pour K la distance des deuxstations 
reduite au point le plus bas. Or, par le calcul d'un reseau trigono- 
metrique, K est necessairement reduit au niveau de la mer (art.i4i), 
et est alors represente par a6'. Ainsi la difference de niy emBB's=zdN^, 
obtenue a Faide de JST = aVy est un peu trop petite, puisqu'elle de- 
vrait TetrG au moyende ^B'i mais dans la pratique, on peut, sans 
inconvenient , faire abstraction de la tres petite difference des deux 
cordes ai', 

Afin de comprendre ces deux formules dans une seule, et de les 
assujetir a Thypoth^se presente , nous ecrirons 

Larefraction ne modifie en rien ce resultat, puisque, d'apr^s ce 
qui a ete dit a Tart. ai4, on peut supposer r= r'. On entendra par 
le signe 00, que la difference eT' 00 qui entre au denominateur, 
doit toujours etre consideree comme positive et s'ajouter a Tangle C. 
Ainsi, le signe de dNj qui depend uniquement de celui du numera- 
teur sin \ (J^' — «T), sera positif ou negatif selon que i'angle — - /; 
sera lui-meme positif ou negatif. 

A moins que K ne soit tris grand, on est dans Tusage de cal- 
culer dN par la formule approximative suivante : 

• (4) dN= K tang i (J^— r)j 

qu'on obtient, en supprimant C au denominateur de la formule (5). 
Si Ton voulait reduire celle-ci en serie, on la mettrait d'abord sous 
cette forme : 

jAr- K.\ni{y^ l) ^ 

"•^^ ~ coa i (/^' _ coa i C — sin i - i C' ' 
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et ensoite 

(5) c?i\7 = ^l2E^^^[i-tangi(J^W)tang^C)r 

= '''"'^cifc"^^ +JS:tang«KJ^'~V)tangiC8ec^C+...; 

d'oii Ton voit qu'en s^arr^tant au premier terme du developpement, 
et supposant cos { C= i , on a la formule (4). 

2ig. Si Tune des distances zenitales et la diiference de niveau dN 
etaient connues, et qu'il fallut avoir fautre distance zenitale, pour 
reduire a i'horizon un angle observe entre deux objets inegalement 
eleves, la formule (A) donnerait sur-le-champ 

tangKj--<^)= , . ; 

et par la methode de 1'art. gS, on aurait, en serie et en secondes , 

■^rj,, jvv dN C08 i C /dNynnlC /dN\^ co8^C , 

on pourrait bien dans ce cas se contenter du premier terme. 

L'usage du theodolite rend ce calcul inutile, puisque les angles 
observes avec cet instrument, se trouvent reduits a Thorizon (art. 1 26); 
et ce qu'il ya d'avantageux, sous un autre rapport, c'est que la 
refraction, dans le sens vertical, ne peut jamais troubler Faccord 
des series. Mais est-ce la un motif assez puissant pour negliger 
d'observer les distances zenitales au cercle repetiteurde Borda? 

220. Ne faisons maintenant dependre la serie (5), que de la 
seule distance zenitale cT, et dans cette vue, rappelons -nous que 

+ r=:i<i+i C— |(J^' — dT); on aura tout d'abord, ea eUmi- 
nant i (<r' — J^) = iq — (cr+ r ~i C), 

(6) dN=: JS: sec i Ccot (cT + r — ^ C) 

+ir8ec^CtangiCcof (J^+r — i C)+* • . 
I. 45 
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Dans la pratique, le premier tennc sufl&t le plus sonvcnt, et mdme 
on a sensiblement sec ^ C= i ; partant 

(7) dN—K cot r — C), 

ou en introduisant le coeflicient n de la refraction (art. 21 4), 



le signe de dN dependra donc de celul de (S" + ^ — ^ C 



Lorsque la valeur numerique du eoefficient de la refraction ne 
pcut se deduire d'aucune observation directe , feite a Tepoque ou les 
distances zenitales ont ete prises, on la suppose ordinairement de 
+ 0,08. Dans le cas d'une refraction extraordinaire , n peut etre 
ncgatif j mais il n'y a que Tobservation qui puisse veritablement 
feire connaitre ce coefficient et le signe dont il doit ^tre affecte. 

221. M. Laplace a donne, dans sa Mecanique celeste (tom. IV, 
pag. 279), une formule analogue a la derni^re ci-dessusj on peut 7 
arriver aisement par le procede suivant : 

Si Fon developpe le second membre de laformule (7), de maniere 
a degager la refraction, Fon aura 



quand on neglige toutefois les autres termes de la serie. D'un autrc 
c6te, a cause de Ctres petit dans 1a pratique, et dc rs=s:nC=: re— , 



(7') c/iV = iS:cot(er + ^C); 




=i5:cot(cr— tang (cT— ^)tangr— cot(<r— ^)tangr^ 




on a simplement . 



(8). rfif=Jif.„t 4^ = 



\ 



LIVRE TROISIEMR J55 
#11 ce qui est encore permis» 

(8') rfiyrs=:J5:cot/+- — 

Ce resnltat met en evidence et le terme dependaxit de la spb^tcite 
de la Terre, savoir — , et celui qui est produit par la refraction, 

savoir —. li serait donc facHe de former une petite table ptmr 

difiFerentes valeurs de n, s'il n'etait pas plus simple de calculcr 
immediatement rfiVpar la formule (7'). 

Lorsque Fon prend pour / sa valeur en toises, on alog/^6^i549, 
et si Ton suppose 72= 0,08, la formule (8) devient 

dN^ JST cot H- 0,00000 0128 -r—zi 
si Ton veut au contraire un resultat en metres, on a 
dN'=' jBT cot <r *+• 0,00000 006687 Hn^T* 

on voit doDC que le second terme e^tproportionnel au quarre de la 
distance K. 

Un autre avantage de ia formule (8) est de donner la valeur du 
coefBcient de la refraction, quand on connait dN^ K et la distance 
zenitale apparente ; en efFet, soit iC cot cT = dN', on a 

(9) 1 — 271 = ^ ^g; 

Mais rien ne prouye que n soit constant pour toutes les trajec- 
toires lumineuses qu'on peut concevoir, au mememoment, autour 
du lieu de robservation. 

22sa. Lorsqu'bn aperQoit rhorizon dela mer, d'un lieu eleve d'ou 
Fon observe, il cst fiicile d'obtenir la hauteur de ce lieu au-dessus 
des eaux, au moyen de rangle observe entre Fhorizon et le z6xat\ 
si Ton connah d^ailleurs le coefiScient de la refraction j voici com- 
ment : 
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Si, par le poiDti? de robservateur (fig. 47), Ton imagine une tan- 
gente5-^a ia surface de la mer,Ie rayon terrestre C^==/ sera evi- 
demmcnt perpendiculaire a AB, Si Ton imagine en outre une ligne 
de niveau, ou un arc terrestre AB^ compris entre le point^ et 
la verticale /^5, la hauteur cherchee sera BB' — N. Or, faisant 
comme a Tordinaire la distance zenitale vraie T^B^ = 2? = cT + r, 
<r etant la distance apparente observee et r la refractionj le triangle 
rectangle CAB donnera, a cause de Tangle CBA = i<i — C, et de 
CA^f, 

CB ^ ^ ^ • 

sin(i^— C) coaC 

Mais BB' = 1^= CB — /», par consequent 

KT — p -co sQ _ WiC 
— ' cos C — /• cosC 

Quelle que soit la hauteur de la montagne , la distance zenitale 
qui aura pu etre observee du sommet, sera toujours peu differente 
de Tangle droit; ainsi Tangle C sera tr^s petit.Mais parce qu'en gene- 
ral tang mx — m tang lorsque x est un fort petit arc, et m un 
coefiicient peu difierent de Tunite, on a sensiblement 

N = \f tang» C. 
De plus, a cause deC^cT+r — i<^=;=£f + nC — i<i (art. 2214), 00 a 

C:=Lz2l. 

1 — n ' 

enfin, 

(10) N=\f jj^^ tang- (J^ - iQ), 
ou a tris peu pr^s 

-RT = T / (1 +/2)' t^ng*. depression apparente. 

Toutes ces formules, dues a M. Delambre, et tres utiles en 
Geodesie, sont fondees sur rhypothese d'une egale refraction aux 
extremites du rajon visuel; ce qui ne peut etre rigoureusement 
vrai, sur-tout quand la difference de niveau des deux stations est 
considerable. L'iliustre auteur de la Mecanique celeste a donne des 
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formules plus rigoureuses pour ce dernier cas; nous les ferons 
connaitre plus tard. 

5233. On voit par ce qui prec^de, de quelle mani^re on determinera 
les elevations des sommets des signaux au-dessus d'un meme 
horizon, de celui de la mer , par exemple : ainsi, en en retrancbant 
les hauteurs des signaux, on aura celles du sol au-dessus du niyeau 
de rOcean. 

En attendant que nous donnions un exemple de ce calcul, sup- 

posons que les points 5, B', B", S^"^ soient inegalement eleves 

au-dessus d'une meme surface de niveau, en sorte que K soit 
relevation du point5' au-dessus du niveau de B\ K' Felevation 
du point B' au-dessus du niveau de B ; d!" la depression du point 5'", 
par rapport au niveau 5", et ainsi de suite ; il est evident alors qu'on 
aura generalement pour la difFerence de niveau des deux points 
extremes, H — 2?, en prenant positivement les hauteurs A, et ne- 
gativement les depressions d supposeesobservees de gauche a droite. 
Si la difference H—p est affectee du signe-f-,le point exlremcjB^"^ 
sera au-dessus du niveau de 5; et si elle est affectee du signe — , le 
point 5^"^ sera au-dessus du m^me niveau. 

Concluonsde la, quesi N est la hauteur du point B au-dessus du 
niveau de la mer, iV+ £r— D sera ia hauleur de tout autre point 
au-dessus de ce niveau. 

Toute hauteur au-dessus de la mer se nomme hauteur ahsolue, 
^t la di£^rence de niveau de deux points s'appelle en general hauteur 
xelative. 

Calculs des differences de niveau. 

2a4. Toutes choses etant egales, comme dans Fart. 216, on 
demande la dif^rence de niveau des sommets des deux signaux 
^QlB{ fig. 45 )• Cette difference est donnee par la formule exacte (4) 

cT =±: 100 ,378767 log K == 4,4549171 

jv^-^cr=+ 0,319145 Lsin^CcT'— J) = — 7>599075o 
C= + o ,a846ax ^-^^^ • (cT'— cT+C) = + 0,0000049 

j^*— J^+C=+ 0,603764 ~ 1,8539970 

Donc... £/j^r=— 7i";449. 
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Cherchons encore cette difierence de niveau par la serie (5), ou 



j^=,^!5Eli5^3£)+etc. 

cos i C 

t€nne. terme. 



log = 4,45491 71 log dNz=i 1,85399 

LtangiCJ^-J^) = 7,5990778 — l.tangi(cr'-J^)= 7,59908 

c.I.cos j C= 0,0000002 Itang ~ C— 7,54955 



lo^dN— 1,8559951 = — 'ji*'j^4t8 log 2« term€=6,6o24o+. 

Le second terme est negUgeable, piuLsqu'^ ne vaut que + o",ooo4; 
aiasi, le point B est plus bas que lepoint^, de ^i'»,^^. Nous aurions 
pu borner tout ce caicul a 5 decimales. 

Si Toa ne connaissait que la distance au zenit eT, prise au point^^ 
il faudrait recourir a la formule (6), ou a celie (7). Dans ce dernier 
cas et en dupposant le coefiicient /i de la refraction = 0,08, on au* 
jait 

(/i\r= K cot (J^ + 0,08 C — 0,5 C) = JC cot (eT— o,4a C), 

— 0,4^ C= — o ,119541 —-l.tang 15^9336 = — 7,39813 
f — 0,42^ = — 100 ,159226 — 1 853o5 = — -7i",39. 

Enfin, si Ton n'avaitque <f', et que Fon nivelat de ^ eniS,ODau- 
rait la diffcrence cherchBe par ia fornmle 

cfAT = — A: cot r — i C) , 

^ = 99^959624 — log /iC = — 4,45493 

— o,4aC = — 0,119641 fang 16^99178=2 + 7,40001 

•^^o,4aC=±: 99,840083 — 1,85-^3 = — 7i«6o. 

En prenant un milieu enlre ccs dcux derniers resultats , Pon re- 
lombe sur le premier : ils seraicnt identiques, en employant la 
valeur exacte de n deduite des deux distances zenitales J", 
(art. 216). 

Si dans cette derni^re formule on eut fait preceder K du signe po- 
sitif,la valeurde JTaurait ete elle-m^meposilive, et pour lors elle 
eiit exprime que le point ^ csl plus eleve que le poiat de station B. 

Dans le calcul d^un reseau trigotion|etrique , oaa toujours soin 
de feire de frequentes verifications de tous les resullats qu'on obtient: 
par ex)emple, la difiPerenGe de aiyeau des sonmoiets des signaux eriges 
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aux points J? du triangle ABC (fig. 34) , apres avoir ete deter- 
minee directement par la distance AB^ se verifiera en passant par 
le point C, c'est-a-dire au moyen des deux difFerences de niveau des 
pointd C et des points C, B. 

Quand on emploie a cet efiet des distances Tienitales moyennes et 
reciproques, resultantes d'observations faites dans les momens les 
plus convenables et avec un bon instrument, les limites des^discor- 
dances sont teliement resserrees, que Fon peut repondre des diffe- 
rences de niveau a 2 melres pres dans les triangulations primaire», 
ainsi que le prouvent tous les registres geodesiques du Depdt de la 
Guerre : alors, la recherche du coeflBcient de la refiraction terrestre 
perd un peu de son importance. Ce coefficient, assujeti a toutes les 
vicissitudes atmospheriques, varie tellement a certaines epoques, 
pendant la presence du Soleil, et surtout dans leslieux bas et humides, 
que quand on parviendrait, a Taide de plusieurs milliers d^observa- 
fions,a en deteroiiner la valeur moyenne d'heure en heure dans 
chaque saison, la probabilite de Fexactitude d'une difierence de ni- 
veau calculee par uneseule distance zenitale prise isolement, serait 
encore extremement faible ; puisque la refiraction vraie peut differer 
sensiblement de la refraction moyenne. II n'y a donc pas de doute 
que les distances zenitales reciproques ne soient de beaucoup pre»- 
^rables dans les niveUemens geodesiqucs importans. 

225. Nous venons d'obtenir la difference de niveau de deux points 
d'ou Fon a pu observer simultanement les distances reciproques 
au zenit : cherchons maintenant celle de deux objets inaccessibles, 
mais dont on a les distances rectilignes aux centres des stations. 

Du point ^ (fig. 48) on a observe les distances zenitales des 
points jD, Cy Tune de i 00^,367, et Fautre de 100^,8891, On demande 
la difference de niveau de ces deux points ; sachant d^ailleurs que 
leurs distances a la station A sont respectivemenf de, 28io8",3i 
et de 6448",5i, et que le coefficient de la refraction etait ce jour-la 
de 0,08, a fort peu pres. On a , 



JS: = 28io8*,2i, 
cT = 100^,567, 
</JV= a: cot (cT + r-^iC), 



== 6448«, 5i, 
cT. = ioo',889i, 
dN, = JT.cotCcT. + r. — iC); 



ainsi la difference cherchee sera dN^ dNi\ 
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log K = 4,44883 log K, = 3,80946 

c.l.f = 3,19547 , c.l.^ = 3,19547 

l./i^ = 5,8o588 l.R- — 5,8o388 

log.C = 3,44818 = 28oS%63 log C, = a,8o88i = 643%89 

^ = 100^,367000 = 100^889100 

— o,4a C = — 0,11 7878 — o,4a C, = — o ,037043 

100 ,3491 aa 100 ,863067 

log K = 4,44883 log K, = 3,80946 

— l.tang 34^9133 = —7,59353 — l.tang 86\ao57 = — 8,i3i68 

— a,o4i36 — 1,94114 

• = — iio" = dN = — 87"«,3a5=dW,. 

Donc la difFerence de niveau des deux points C, Z?, =c/iV — dN"^ 
— — 22"*y68 a tres peu prcs. 

Si Ton a observe les memes points C,i5, d'uneautrestation5, 
on aura un moyen de verification ; car en operant comme ci-dessus , 
on dcvra trouver le meme resultat. Cependant si ces deux resultats 
difFerent entre eux de peu de chose, ilconvicndra d'enprendre le 
milieu, lorsque Fon n'aura aucune raison d'adopter Tun plutot que 
Tautre. Cest par de semblables operations reciproques que Fon 
nivellerait une base inclinee a rhorizon. 

226. II arrive souvent, dans la recherche des points trigonome- 
triques, que Fon est oblige de connaitre a fort peu prcs la difference 
de niveau de deux stations non visibles Tune de Tautre, afin de savoir 
s'il est possible de remedier a cet inconvenient, en y erigeant des 
signaux d'une hauteur admissible et d'un prix modique. On choisit 
alors un point intermediaire d'ou les stations projetees soient aper- 
cjues , et Ton observe, avec un petit instrument propre aux reconnais- 
sances,Ies deux distances zenitales d'apr6s lesquelles on determine 
par le second procede de Tart. 224, et en supposant 71 = 0,08, la 
differencede niveau des dcux stations. Quelles que soient et Ferreur 
commise sur la constante de la refraction^ et celles qui peuvent 
affecter les distances horizontales du lieu de Fobservation aux deux 
stations dont il s'agit, distances que Fon peut prendre graphique- 
ment surunecarte, on n'en sera pas moins en etat de juger,par 
le resuUat du calcul, si le projet d'erection est possible ou non, ou 
s'il est suffisant de faire faire une percee dans le bois quj pourrait 
elre Tobstacle intermediaire. 
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ikilcul de la hauteur d^un lieu d*ou Von voit Vhorizon de 

la mer. 

337. Da sommetB d^ttne montagne (6g. 47) on a observe Tangle 
de 100^,3545, entre rhorizon de la mer et le zenit; on demande la 
hauteur du centre de Finstrument au-dessus du niyeaa de la mer , 
ou sa hauteur absolue. On a , d'apr^s Tart. aas y 

N= i / (1 + ny tang» (J^ ~ 100), 

^ = 100^,3545 log 0,5 = 9,69897 

— 100 logc = G,8o453 

^ ^ i.tang*(/^— 100) = 5,49148 

log N = fl,o6i83 = 1 15« 3. 

Donc le centre du cercle etait eleye au-dessus de rhorizon de la 
mer, de ii5",3. 

Pour que les hauteurs determinees de cette mani^re s'accordassent 
ayec celles obtenues par des mesures directes, il feudrait connaitre 
la yaleur exacte de mais comme on est alors oblige d'empIojer 
une yaleur purement hypothetique, il ne sefaitpas impossible qu'il 
y eut une incertitude de 10 a la mStres sur une grande hauteur 
calculee d'apres une obseryation de rhorizon de la mer prise isole- 
ment (Base du Systeme metriq^e^ tom. II, pag. 769). 

aa8. Supposons maintenantqu'on aitdetermine,parIesmethodes 
des articles precedens, la difi^rencede niyeau entre le sommet B de 
la montagne dont il s'agit, et un point quelconque JP; ensuite la 
difFerence de niveau des points P, P'j puis des points P^^P", et 
ainsi de suite; de mani^re, par exemple, que la di£Perence de niyeau 

entre B et P . . . . = +aa",6 

entre P et P' = — 68",4 

entre P' et P'' = — 37 ,x 

entre P" et P"' .... = +4o-,8 
entre P''' et P'"' = -f-ia ,0 



on aura(art.a95) 4- JBT = -+-76 ,4 j — Z? = — - 96 ,5; 

par consequent la hauteur du point au-dessus du niyeau de la 
1. 46 
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mer sera, suivant la remarque de i'article cite, 

iV' 4- ^ = 1 1 5^3 4- 75",4 — 96- 5 = gS^a. 

Cest aiusi que M. Delambre a £ut le niyellement d'une centaine 
de points de la meridienne de France, depuis TOcean )usqu'a la 
Mediterranee. II est tres remarquable que cette operation , qui 
n'etait que secondaire, et dans laquelle on s'est abstenu d'employer 
tous les moyens qui pouvaient la rendre plus precise, a cependant 
prouye que les niveaux des deux mers n'ont aucune inegaUte sen- 
sible. Les hauteurs absolues de tous ces points sont comptees a 
partir de la laisse de basse mer; il faudrait les diminuer 4e ©',97 
pour les rapporter au niveau de la mer moyenne (art. i44). 

Si, en faisant la triangulation d'un pays, Ton ne pouvait se procurer, 
par des mesures geometriqucs , la hauteur absolue d'aucune station , 
il faudrait alors recourir a Fusage du baromdlre. Nous parlerons des 
mesures barometriques, dans la seconde partie de cetOuvrage. 

Les hauteurs des objets au-dessus d'un plan de comparaisiMi sont 
principalement utiles pour former le relief d'une carte topograpbique. 
Les distances a la meridienne et a la perpendiciilaire, et ces hauteur» 
$'enregistrent dans un meme tableau , afin de reconnaitre 8ttr*le* 
champ les trois coordonnees de chaque Keu. 

3« HYFOTHi^SE. 

La Terre etant un ellipsoide de revolution. 

339. On pourrait craindre que les consequences deduites de la 
theorie precedente, dans laquelle nous avons fait abstraction de 
Taplatissement de la Terre, ne fussent pas aissez exactes dans la 
pratique. Pour dissiper tous les doutes a cet egard, nous allons en- 
visager la question sous son veritable point de vue. 

En considerant la Terre comme un fcllipsoide de revolution, la 
diflference de niveau de deux points, rdri etant sur sa surface, est 
mesuree par la longueur de la perp^ndiciilaire abaissee de Fautre 
point sur cette surface. Par les operations' geodesiques, on obtient 
leur pluscourte distance au niveau des mers, ainsi que leurs posi- 
tions geograpbiques : alors la corde de cette plus courte disfance ct 
la hauteur cherchee sont les deux c6tes d'un triangle rectiligne 
donue de position, et dans lequel on peut connaitre en outre, par 
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robservation, ran^e que le troiai^me c6te fait ayec la hauteur ou la 
verticale dont il s^agit. Relativement a la sphere-, ce triangte serait 
invariable, toutes choses egaies d^ailleurs^ quel<pie part qu'il fut 
situe et quelque direction qu'ii eut; mais il n'en est pas de mSme a 
Fegard du spheroide. 

a5o. II resulte de la theorie exposee a Tart. 167, que si Met 
(6g. 4o) sont les extremites d^une Kgne geodesique K ayant pour la- 
litudes £[j H\ et que /, /' soieut les longueurs des normales MN^ 
M'N' comprises entre ces points et ceux ou elies rencontrent Taxe 
derotation, Ton a 



(1 — 6»5m»H)* (i— c»8m*iJ0* 

N0U8 avons vu en outre a Tsirt. i8g, quela difl^rencede ces deux 
normales est du second ordre. Cherchons, par un procede analogue , 
la diG^ence de la normale / dn point M ^l roblique M'N=: /, du 
point JIZ^ parce qu'elle nous sera utile. 

D^abord, en Tertu du triangle NMN^y et de ce que Fangle 
20f'A^'=4,ona 

e^eos g' _ Ji^ 

^ «oTflF+TO cos 4^(1 — taiig 4^ tang ET) 

= / sec 4 (1 H" t^°g 4 •i"' • •)> 

ou a cause de la jj^etitesse de 4 9 
=/(iH-tang4tangJ5fO 

= a [(i4-i^*sin*£r+|<?*sia*fl^..O] (Hrtang4tangjarO> 
ouencore 

f, :sz a fi4-xe»sm*ir4-|d*sin*ir4-taDg4 tang J5Pr 
i 4-Je*sin*H'tang4tangJJ' ]' 

D'un autro o&te, le theoreme de Madauriii donne 

,=/(^)=/+(^)^+(^)ifi+,..j 

et puisque 

/ « a [1 H- i ^ 8in* ^4- f tf^ ain* -H^4-- • -L 

on a 
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(^) ss a [e* sin cos fi' + 1 c* sin» H'co8 ir]y 

(i^) =5 a [<?• cps*^' c* sin' ^TT ; 
par suite, 

/ = [i + ie»8in»jr + |e*8in*J?'...] 
H- a e*sinJJ'cos£r'.Ajy+ a Jcos^^f.AJT» 

+ I ac* sin» H' cos JT' . Afl"— a | sin* jy' . A J^«j 
et par consequent 

/ — /. = a f sin H' cos ^' . j cos» JST . A.H"* | 

I sin» ^'. Alf— tang 4 tang H'\ j 

) +|e*8in»^f'co8jr.AJ¥ 1 
( — ie»sin»Zr' tang4 tanglT' ) 

cfailleurs, par Part. ig5, et a cause de tang 4 = ^ — a tr^s 

peu pr^s , on a en fonction de H'j 
tang 4 tang ^' = e» sin H' cos Jff ' . AJT— i e» sin* ^' . AJST' 

H- sin» JST' «os H'. ^H-, 

ainsi, definitivement 

/ — /. = a e^ cos'H'. A^r* + 1 sin' JJ' cos ff'.AH \ 
\— sin^ H' cos H'.LH^\e^ sin» JST' cos jy ' . Afi^J 
= i ae* cos» ^' . A^* = fjL ; 

expression exacte aux quantites pr^s dn quatri^me ordre, et qui, en 
mettantpour b,Hz=.H — H sa yaleur approchee (art 193), deyient 

/ — f . = /t = i ae*^* COS* J?' . C08* Z =s i ^ €08* ff <JD8' Z. 

Si ron avait JSr= 60000"", il 8'ensuiyrait que = o",3cos*.fir' cos*^ j " 
il est donc tout*^-&it inutile de tenir conipte des termes negUges. 

a3i. PROBLiMB I. Determiner la refraction terrestre par 
deux distances zenitales reciproques. 

Au point ilf (fig. 49), on a pris la distance zenitale / du point M\ 
«t a celui«-ci on a observe au m^me moment la distance zenitale 
du point ilfj on demande le coefficient de la ref^ction. 

I^ous eupposerons toujours que la trajectoire MM\ decrite par 
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tm rayon lumineux, a tr^s peu d^etendue , et qu^elle se confond sen- 
siblementayec son cercle osculateur ; ainsi , les refractions aux points 
M 3ont egales (art. ai4). Si donc un de ces angles est designe 
par r, les distances zenitales vraies seront cT + r , J^' Ces deux 
distances zenitales n'etant pas en general situees dans un meme 
plan,rienne les lie entre elles ; mais soitcT. + r Tangle ilf Jf'/^, 
forme par la corde MM et robliqueiOfC/^«; alorsdans le triangle 
rectiligne NMM on aura eyidenmient, en faisant MNM' = C, 

cTH-r + eT, H-r = aoo^ H- C, 

tfoii 

r=ioar + £_(£±fl); dela/ + r=:ioo+£ + (£r^). 

Reste a trouver la relation qiy existe entre cT, r et /' car 
n'ayant pu 4tre obseryee, il faut eliminer cette distance zenitale 

auxiliaire de la valeur precedente de r. 
Pour cet efTet, Fon remarquera que dans le triangle spberique 

mnr{ (fig. 5o), on a (z' etant Tazimut de M sur rhorizon de M\ 

compte du nord vers Test) , 

cos (J\ H- r) = cos 4 C06 (/' H- r) -f- sin 4 sin {S^ H- r) cos 
ou en supposant cos 4=19 
cos (/, H- r) — cos (dT' 4- r) = sin 4 sin (J^ H- r) cos 2' 

= a sm (^f- + r)8m (— -); 

V 

or, J^, et devant di£l»rer tr^s peu Tune de Taujtre, on a^ par une 
premiere approximation, 

sin 4 sin ( + r) cos = sin (cT' + r) sin (cT' — cTj , 
et mSme 

cT' — £f. = 4cosz', ou J^. =cr'— 4cosz'- 

Substituant cette valeur dans Pavant-*demiere equation, ci-dessus> 
i>n aura plus exactement 

8iB4sin(/'-+-r)cosz'= ssin (cT^-Hr— ^^os z')sin (—^^7 

et par suite 
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= 4 z' H- i 4* cos* cot (J^' + r) ; 

mais comme nous soniBes convenus de aegtiger ks quttitites da 
quatrieme ordre, ikhis aurons seulement 

partant, 

r^ioC-h-— ) (7): 

d'ailieurd, on a, par la tb^ie de?eloppee a Fart 192 > 

z' = Z-^S^m Z tang H\ 
dela, co8 2' = co8^4-.y8in*^tang^, 

et 6- = 4 cos rl = ^Vcos* H! cos* Z.—. — y 

^ ( flin 1 

+ cos* ir cos Z sin* Z tang^T. - 



cos* H! cos* - 



sin 1 
K 



-f--Vsin3lf'sin aZsin^.-^-: — 

le second terme, qui est du troisieme ordre, est tout-a-lait inseasible. 

Quoique nous ignorions la naturc de la trajectoire ilUf , cette 
courbe peut toujours, dans la pratique de la Geodesie, 6tre, comme 
nous FavcHis deja dit, remplacee par son cerde osculateur; et alors 
ii est evident que, dans les mSmes circonstancesmeteorologiques, 
la refractiou terrestre est proportiQnnelle a Fangle C: ona donc, 
commea rari. ai4, 

r = nC (7'). 

Tenir compte du terme fl dans la formule precedente, c'est sup- 
poser que les observations-de distances zenitales sont tr^ eicaGtes, 
quela refraction n'a pas varie pendant ces observations, et que la 
Terre est effeclivcment un eliipsoide de revolution j mais il n'existe 
sur tout cela rien de bien certain. 
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LIVRE TROISIEME- 367 
aSa. Uangle Cest necessairement determine^sironconnait sur 
le globe ki position des deux stations My M! (fig. 49). Or, par la reso- 
lution des triangles d'un reseau, Fon obtient Tarc de distance i/w'', 
ou lacorde hwl* = JST du spheroYde, comprise entre les verticales 
P^N^ V^N^\ et il est eyident que cette corde differe, dans tous les 
cas, extremement peu de la droite hm! correspondante, puisque 
dans le triangle recliligne hm'7r^\ le c6t^ oppose a Tangle 4 
de 5^' sexagesimales au plus, est extrSmement petit , et m^me abso- 
lument insensible, a cause du peu d^elevation du point Jf' au-dessus 
de m^' ou du Diyeau des raers. £n efiet, en supposant m!'M' de 
aooo", m'ml' ne vaudrait que o^^o^S ; ainsi nous considererons a 
Tavenir hm!' comme egal a hm'. 

On a remarque d'aiilcurs, que f-^fi =/«est une quantite du troi* 
sieme ordre; d^oii Fon peut iniferer que si m"'N= mN {h^.bi ), 
on a aussi a tres peu pres mm'^ ou JST, = JST : c'est awsurplus ce que 
prouve le calcul suivant 
On a d'une part 

K\ =: 2f-^ af^ cos C = ^f^ sin* i C, 
d'ou jK", =: 3/ sin ^ C; 

d'autre part, 

iS:* = f* + (f--A^)*-.a/(/— A*)cosC 

= ft*+4f*sin*iC— 4/asiil*iC 

et de la 

Cette derniere expression de iST, dans laquelle sin ^ C est une 
quantite du premier ordre, peut se reduire a son premier terme, 

c'est-a-dire a JC = a/ sin i C, puisque la fraction ^^^r qui ren- 

ferme la normale / au denominaleur, est de beaucoup inferieure au 
terme du quatri^me ordre /i sin ^ C. Uangle C sera donc assez exac- 

K K 

f ement connu par Tequation ain j C = - , ou sin ^ C= puisque 
/ et / ne difiSrententre ellesque d'une quantite du second ordre. 
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233. Problemb ir. Determiner la difference de niveau de 
deux points, par le moyen de deux distances zenitales reci- 
proques. 

Admeltons k meme notation que precedemmentj supposons de 
plus, que hm' (fig. ^g) soit la corde du spheroVde quimesure la di- 
stance rectiligne des deux stations M, M' ; menons mm' parallele a 
Jll^/',et designons par (/iVla diflFerence de niveau bm des deuxpoints 
m, m'. Cela pose, on tirera du triangle mNm' la proportionsuivante : 

sin («TH-r):/», :: sin(«r,4-r) :/ + rfiV, 
d'ou dN = Hm^+^ ' 

C — 

mais / = f . et cr+ r= loo' + - H consequcDt 

Deplus a cause de «T. + r-f J^H- = 300* + C, on a 
^db?+ r= 100'+ 

par suite, 

cos cos ^ Q -tangi Ctang(^')] 

= XseciCtang(^=^) + i5rsec iCtangiCtang»(^=^)— /*; 
d'ailleurs J^, = cT' — 4 cos z', par conseqiient 
(/iV = JS: sec i C lang (~^ + ^ cos 2') + JST sec i C tang i C tang» 

(£=i:+icos.')-^ 



= jr sec^ C 



targ (^-J^) + i *ang ^ cos »'"1 
itang^-coa »' tang (^^)_J 

K sec{ C tang i C tang» (^) — f*. 
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= jr sec i C^tang (f^)+±taiig4co8z'8^'(^=^)]-f-etc. 
=s Jr sec i Ctang (^^)^- iSTsec i Ctangi Ctang*(^^) 

4- — tang 4 C08 — fe j 

car sec* (--5—) etsecl C diflferent Fune et Tautre tr^s peu de Tunit^. 

Celte valeur de dNj danslaquellecTest supposee plus grande queJ^, 
doit itre prise positivement, Iorsqu'on nivelle deM' en Jkly et ne- 
gatiyement lorsqtfon nivelle de JK^en M% c'est-a-dire quand on ya' 
du nord yers le sud; dans ce second cas , 

- dif == iS: sec i C tang (^llli) — JS: sec^ Ctang i Ctan^'(j^ 

— j tang %j/ cos + Ac. 

Les deux derniers termes de cette yaleur de dNse detruisent mu^^ 
tuellement; en efiet, a cause de 

tang 4 = cos* IF.i^Hzsi ^ cos» fl'- ^ cos 

on a 

^tang 4 cos z'=^e^ cos* ^T.y cos^Z; 
d'ailleurs ' 

(8) /i* = ^ae'^ cos*J2'cos*Z = i^' cos^iT.y cos*^; 

ainsi on a seulement 

(9) c/i^=JrseciCtang(^^— ^seclCtangiCtang^ 

Dans la pratique, on aura egard au signe de la tangente, ce qui ren- 
dra ies deux termes negatife. 

11 suit de la, que la^difierence de niveau sur le spheroide, deter- 
minee a Taide de deux distances zenitales reciproques , s'obtient 
oonmie sur une sph^re dont le rayon serait egal a la norniale />• 
Cependant la yraie difference de niyeau cherchee est BM au liea 
de hm ; mais il n'est pas difiicile de yoir que puisque ces deuxhauteurs 
sont proportionnelles aux lignes NBj Nb^ la difierence BM — bm 
est tout-a-fait insensible dans la pratique et bicn au«dessous des 
erreurs qui afiectent les obseryations. 

I. 47 
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U est a remarqiier qae la valeur cirdessus de dlfne. doit £tre en 
erreur que de la moitie de la diiTerence qoi pom^rait exister entre les 
refractions aux points Jkf et JU^. 

a34. Probleme iii. Calculer la difference de niveau dedeux 
j^oints, d Vaide d'une seule distance zenitale. 

Supposons d'abord, que le lieu Jf (fig. 49) le plus boreal soit celui 
d'ou Ton a obserye la distance z^nitale du point iif ' \ on demande 
la difference de niveau BMom hniy toutes choses d'aiUeurs etant 
comme dans le probleme precedent. 

Le triangle mNm! donne 



ou changeant le signe de cette valeur, puisqu'on liiveBe du nc^rd 
vers le sud, et que est obtus dans la figure, 



On aura , dans Fun comme dans Fantre cas , iSgard au signe de la 
cotangente. 

Le terme ia n'est pas detruit comme dans la qnestion pr6c^dente j 
mais il n'7 aurait aucun inconv^ient a le negliger , car il est da 
troisi^e ordre, et le plus souvent en de^a des limites des erreurs 
d'obs€rvation : d'ailleurs rerreur de lliypolb^se a fidre da&s cc ca» 



dN^ 



g, sin r — C) — g 8itt^;^+ r) 
8in(/^+r) ' ^ 



ou bien, a cause de / = /, + 




(10) 
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Imr le coefficieDt d< la refractu» > remportera soarent ditt la Taleur 
de ot terme. 

On deduit, comme consequeDce de cette iTormule, celle (9) de- 
pendante de deux distances zenitales, et cela en remarquant que 

J^H- r- £ = + , cT. === + cos z\ 

J K tang 4 cos z' — ft = o. 

Supposons en second iieu, que Ton connaisse seulementla distance 
xenitale observee du point M'i il est aise de yoir que Ton aura^ 
en niyelant du nord au sud, 

(11) rfJV = ~lC5eciCcot(<^H-r— 

— JS: sec t Ctang i Ccof (j^' + r — I) — f«. 

Concluons de la, que la formule pour determiner, sur le sphc- 
roYde, la difference de niyeau de deuxpoints parune seule distance 
zenitale, est dependantedeFaplatissemenC^soitqu^on niycHe du nord 
yers le sud, soit qu'on niyelle en sens oppose. M. Delambre a deduit 
de ses calculs une consequence toute contraire, pag. 746 et 749 du 
tom. II de la Base du Systeme metrique decimal; mais il est aise 
de yoir que c'est par une leg^re inadyertance. On remarquera en 
outre que le signe du terme fJL qui contient raplatissement, depend 
de Fespece deFangle obserye. A cet egard, on peut etablir pour r^gle 
generale, 1**. quesi la distancezenitaleobseryeeest > loc/^ le terme 
fA estde signe contraire a celui du premier terme de la yaleur de dN\ 
2*. que si cette distance zenitale est < loo^, ces deux termes ont le 
meme signe. 

935. Des deuxfonnules (10) et(ii), dans lesquelles on negligerait 
larefraction r, la premi^re relatiye a > loo' domierait eyidem- 
ment unehauteur dNWo^ faible de toute la quantite due a cette 
refraction, dans rhjpothdse qae la densite de Fair decroit a mesure 
qu'ons'el6ye; et la deujd^me, relative a J^' < loo', donnerait une 
hauteur dH txo^ grande de la mdme quantite ; ainsi la demi-difi^- 
rence de ces deux yaleurs est precisement la correction a faire a 
Tune des hauteurs calculees. Or, soit cette correction; comme 
elle s»a donnee ea m^tres, on Fobtiendra en secondes par la for- 
mule suiyanbe : 

(12) r = -jT-i — y: 
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K elant la distance des deux points Jlf, M. Cest la une des md- 

thodes que Mechain employait pour delenniner la refraction ter- 

restre. 

a36. Probleme ir. DSterminer la hauteur d'un Heu d'ou 
l'on voit Vhorizon de la mer. 

Examinons, comme dans le probWme precedent, les deuxcas qui 
peuvent se presenter. Pour cela, supposons que la station Jlf soit 
boreale par rapport au point de rhorizon observe (fig. 6a),point 
dont la distance zenitale apparente est «Tj alors la hauteur cherchee N 
sera representee par ^M, et le triangle rectiligne 3INM' dpnnera, 
a cause que Tangle MMT^ = xoo» — 4 cos a' = loo» — fl, 

_ e.rcos9- co. (8 + Q]_ 
^ — co8(9 + C) 

f. Pcog 9 f 1 —008 C) + ain 8 sin C] 

■ cosflcoe CXi — tang6tang C] 

_ ^^[^i=i2il£(i + tangfltangC)4-tangfltangC]]— A*> 
ou simplement, a cause de la petitesse des angles C etfl, 

= i£L^|fgH-/.tangfl tangC-/* 
B=s i/.tang*CH-/, tangfl tangC— f«; 
mais dans le triangle dont il s'agit, + r = loo» + A + C, ou 

/ -I- nC= loc -H B-f- C, d'ou C^ -''^Z7'^ > 
ainsi , 

= i/.tan6-(i=^)-f.«al.89 We^^ 

H- /. tang fl tang (-7^) ^*' 

La valeur moyenne du coefficient n de la r^fraclion etant seule- 
ment de 0,08 environ, U s'en8uit que le deuxi^me et le troisi^me terme 
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de cette Valeor se detraisent sensiblement^ ainsi on a senlement 

(15) i^=:i^.tang-^=;^.-^i^ 

Qt 8i Ton mettait / au lieu de , ron ne negUgerait encore que des 
quantites absolument insensibles dans ia pratique. 
Le cas ou le lieu de Fobseryation est au sud, c'est-a-dire eu 
(fig. 55), se traite de la mlme maniere. Soit alors la distance 
zenitale observee ; Tangle auxiliaire MM!T^^ sera J\ r, et la 
hauteur cherchee iVsera ^'ilf^ou u1}^M\ De plus le triangle MM'N 
donnera 

~^r?? ss;c 

==|tang- C + )ia; 
et comme cT, + r = loo» + C, ou cT. + wC = loo 4- C, d^oii 

P — — >oo j^— icx>— '8 

~ i —I» 1 — n ' 

11 s'ensuit que 

ouseulement 

^ tang» (j^- .00) _ ^ tang e tang (cT - loo) + 

Mais la petitesse de i'angle C permet de faire 

/ tang tang ( — 100) = / tang fl tang C = 2/ sin ^ C tang d 

s=a JST taag >(/ cos 2^ = d/uj 

ainsi definitivement 

(l3') JVa- etang>(J^^ioo) 

formule qui est la m^me que la precedente; parce que la difiference 
de / a /1 peut, comme nous rayons deja dit , Stre consideree conune 
nulle. 
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A la rigcieuF, les distancee zenitales apparentes J^, {Hriaea an 
meme momentau poijit Tune yers le sud, l'autre rers lenord, 
ne doirent pas^ en gener^i^ etre les jn^es sur le spheroide; mais 
leur diflerence est si petite qu^elle echappe necessairement aux 
observations; ainsi les termes du quatrieme ordre, rejetes des for- 
mules (i5) et (iS'), et de toutes celles qui precedent, sont irea 
inutiles. 

$^37. U resultede cette ajialyse, jl*. que les formules pour calculer 
les differences de niyeau sur le spheroide de reyolution, sont les 
memes dans tous les sens du niyellement ; a"". que ces formules ne 
renferment plus les termes dependans de Taplatissement de la Terre, 
sion y introduit deux distance^ zenilales r^ciproques; ou bien si, 
en ne fai^ant usage que d'une seule distance, on opere dans le sens 
des paralleles ; S"". enfin, que la correction d'aplatissement, lorsqu'elIe 
parait necessaire , etant presque toujours aiMlessous des erreurs 
des obseryations, le niyellement trigonometrique peut, dans tous les 
cas, ^e qopsidere comme ajant Uea sur une sphiere dont le rayoD 
est egal a la normale comprise entre le point d'ou Ton obserye et 
Taxe de rotation de la Terre. 

II parattrait cependant conyenable d'introduire dans les formules 
precedentes, au lieu dc la normale dont il s'agit, le rayon de cour- 
bure de la ligne geod^sique JC obtAn^ a Tart. 187. SiPon preoait ce 
parti, on aurait 

9m 7 c — ^ , 

/ et Z ayant ici les m^mes significations qu'aux art. 187 et iga : 
mais aprea tcmt, ce serait compliquer le calcul sans ayoir resperaace 
de paryenir a de meilleurs resultats ; puisqu'il existera toujours, quoi 
qu'on fasse, une petite inqer^ilude aur diataAces a^tales em- 
pJoye^s cpmme elemens des diflerences de niyeau. 

Nous ferons remarquer , en terminant cette mati^re, que la serie 
(5) trouyee a Part. ax8, etqui donne la difFerence de niyeau par deux 
distances zenitales , se compose de termes donl les yalemrs nume^ 
riques sont toute^ positiyes ou iiegatiyes, «elon que le second point 
est plus cleye ou plus bas que le premier ( art. 353); 11 en est de 
m^e de la serie (6) , art. 930 : ainsi en aasaj^tissant a cetter^gte le 
secondcalcul de ^^donne a Tart. 3a4, ona exactement 

rfjy ;= — 7 1», 4488 — 0-0004 = — 7 ^",4493 , 

Gomme par la premiere solution. 




tlVRE TROISI^ME. 8^5 
TABLEAU 

De plusieurs quantUes numiriques emplqjfees en GeoJesie. 

Rayon r^duit en «econde, / •"•f^l^ lof-^; « 6.3i44a 5.33.7 

log.demi-K:Irooiif^r.d*uiiceTcledontlera70Baij...oalog«ir a=: 0^497^4 9879^9 

Logaritfame da nombre M par l^qnel il fant mnlti-' 
plier les logaritfames h^rperboliques on n^pfriens, ponf 

les conrertir en logaritlunes ordinaires» on log.ilf = SifiSf^S 43l i3o 

la toise en mtoes. . « 4 • . . . 0,118981 99927 

le pied en m^tre 9j5 1 1 66 S^^aS 

. le pouce en mitre 8>43d48 749^3 

Logarithmes constans et I ^ ^^^^ ^ g^g^ 

additifs pour convertir ^ ^^^^^ ^^^^^5 

1a minute yulgaire en grade 8,116760 6940^ 

la seconde vulgaire en gracTe. ...... 6^4^45 49S9S 

Les compl^mens arithmitiqnes de ces sept demiers logaritbmes serviraient k con-^ 
vertir les mtoes en toises, ou en pieds, ou en pouces» ou en lignes; les degr^a 
d^cimaux , en degr^ , on en minutes , on en secondes vnlgaires. 

Rapport de la toise du F^rou au fathom ou toise anglalse =: i^o6584335 , 
•uiyant la Base du Systime m^trique dicimal. ' 

Logarithmes eonstans et i en pieda de Londres. log. o,09765BS 

additiis^ponrconYertir l de Yienne log. 0,0118410 

les pieds de Paris ( duRhin.. log. 0,01 47747 



Ponr Taplatissement de la Terre js^, on a 

lcig; du rayon de 1'^qnatenr en m^tres^ on log.a = 6,8o458 ^646 
log. durayon dupdle en m^tres, ou Iog.6 s= 6,8o3i7 4566a 

log. rayon de laTerre a la latitnde Hy ou log.r =3 6,8o3886i + 0,00071 497 cos sJSf 

— 0,00001 710 cos 4i5F 

log. rayon de conrbure A4 Tarc per- 

pendiculaire au mMdien oulog iV=s 6,8o5a88i 0^00070 47 cos aJSf 

+ 0,00000 OS^GOS^IT'' 

Rayon de la Terre suppos^e sph^rique 6366198"* log. = 6,8o388oi. 

Rayon moyen de la Terre log. = 6,8038793* 

Degr^ moyen en France = S^oao toiset = 111 iS"',^* - 

1 ♦ 
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Zj6 TRAIT^ m G^OD^SIE. 

L*air se dilato de ~ de son yotume par chaque degre du thermometre centi- 
grade , a partir de la temp^rature zero Qt spiis I4 pression atmosph^rique de o"*^76. 

Le mercure se dilate en Tolume de par degr^ du meme thermometre , et i 
partir de la glace fondante. 

Yoici l«e dilatatloBs iifleaires i]e quelqyes autres substancei : 





DILATATION LIOTIAIRE 








D£S SUBSTAVCES. 


Pour un dcgr^ 


Poiir I degr^ 




ihaim. ccxuigriuie. 


du th«rin.eodopartif». 




a , 0000 ^ 7 ^v*44 


O,0QQQ 241 QP 


0,00001 7iaaa 


0,0000 ai^o 


Cuivre jaune. . • . 


o,oopQi obtiji 


Q,oooo a334 




O,OO0Ql 885)71 


Q^oQoo a36a 


Fer doux forg^ . . 


o,ooQQi ^aq^S 


O^oQoo i5a6 


Fer rond pass^ a 






la filiire. . . , . 


Q,0PQQ| i^35p4 


0^0000 iS^S' 


Tube de y^rre 






sans pionxb««. 


Q^QpOQO 87674 


0,OQOO 1096 


Verre de France 






avec plowb. . . 


QjiQQPQQ 87139 


0,QOQQ 1050 




O^OOQOQ 86655 


Q,OO0Q IQ70 



Toutes ces dilatations soot en parties de ronit^, et sont compt^e&a p^rtlr dela 
temperkture zero. 

Loogueurdu pendule simple reduit au yide, et ( sexagestmales = o^qgSS^^ 
, batfi^ aPjiris kuseconde^ dQt^Bi^noyea \ oenl^^imAkif m o^i^Q^ 

Dans 1^1 m^me hypothese , et pour un lieu dont la latitude est B, U loqgjMem: du 
pendule bimple, deduite d*un graod nombre d'observations , et correspondante a 

la seconde sexag^imale. . . . == o"'990787 + o^ooSSgSa sin* H", 
sepcMide depimale = a'"733586 + 0^0040806 «i;^* 

Intensite de la pesanteor dans le vide, g*:^ 9*^89, eorresponddate i une 
^^conde sexag^simde^ 
Yite^^Ui ^4 537?*«7 par seconde scxagesimale. 
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GEODESIQUES. 



Tbm. U. 
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TABLE L 

ARGUMENT; Angle a reduire. 

Chercliez 1'angle observe dans la colonne a gauche et descendante , si cet angle est 
moindreque loo^ , et dans la colonne a droite et ascendante, s'il surpasse loo^. 

Pour un angle a reduire a 1'horizon, le nombre tangente est positif, et le nombre cotan- 
gente est negatif ; c'est le contraire pour tm angle a reduire au plan des cordes. 
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Anglc. 



TftDg D Ootang. 



3a« I 



33 



34 • 



35 o 



36 



6 
l 

37 o 



16, 

iG,56 
16,^ 



.6,67 
16,73 

16,88 



.6,93 

17,04 
17»"» 



i7,ao 
17, a6 
i7»3i 
17,36 
17,4^^ 



«7>47 
17,63 



«7» 74 
'7 
'7 

«7f9S 



i8,o5 
18,06 
i8,ia 



18,98 
18,33 

;l:i 



18,55 
18,60 
18,66 
18,71 
18,77 

i8,8a 
18,88 
18,93 
-8,98 
»91« 



Cot. 



5 3A3,i8 

a< i,<>4 
3/^,87 
940,11 



5 
6 
5 
6 

a3o,57 
«»9,87 
aa9T>7 



a,35 



!i86,6i 



«8,47 

297,7» 

997,09 

99b,4i 

995,73 



Diff 



995,o5 

a94,38 
;i9|,7i 
993,04 

999,38 



991,79. 
991,07 
990,49 

6 ^'9,77 
919, iJ 



918,49 
917,85 
917,91 
9i6,58 
ai5,96 



Tang. 



81 

80 
80 
79 
79 

78 

77 
77 

76 

•7f 
74 

74 

73 

7» 

79 



71 
71 
70 
70 

70 

5s) 



27 

57 



66 

6$ 
65 
65 
64 

64 



69 

63 

69 
61 
69 
61 



TABLE I. Argmnetit, 



jthglB i riduire. 
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TABLE L Argument^ a rtauirt. 




Digitized by 



'8 




Angle. 



87^1 
9 



6 

^ l 

88 o 



89 



90 



9' 



93 



-4 

5»,oo 
5a,i6 



,00 
53^09 



53,60 

53,68 

53.77 
53,86 

53,94 



54,^3 



,46 

,55 
,63 

54,«i 



i 



55,33 

Uf. 

55 ' 
55' 



i: 
fi::f 

Got. 



78' 

37= 
77,jo 

77,P7 



57.45 
37,ia 

77>^ 



76, M 
76,10 

|g 

75,73 



75,49 
75,37 

72, a5 
75, i3 



75,01 
7<'92 

79'25 

74,66 
7I54 



7^*92 



73,83 



73,^5 

73, i3 
73,oa 

72,78 



-1 

7a,44 
7a,ai 

Tang. 



l 

5 



a 
I 



a 
I 

111 o 



110 



a 

] 

109 o 



a 
I 

108 o 



Angle. 



Angle. 



9^ * 
a 



93 



56, 3o 
56,30 
56,48 
66,57 



57, u 
67,ao 

57» 47 



6 

S 

94 • 



57,56 
57,65 



6 
l 

95 o 



58, oa 
58,11 
58, ao 
58,29 
58,39 



59, i3 
59,3i 




•9 
'9 
•9 

9 

9 

9- 
9 

9- 

9 
10 

9 
9 



7a 10 
71,98 

7',p4 



7i,j5a 
7i,'|o 



7», 
7», 



3.0*^.4 
70,63 
70, 5a 



70,41 
70,30 
70,18 



&,85 



69,41 



69,30 



68,76 
68,65 



68,aa 
68,11 
68,oQ 
67,90 
67*79 



11 

67,a6 



T«ng. 



II 

la 

M 

11 
u» 

la 

ir 
II' 
11 



II 
la 
II 
II 



10 
II 
II 
II 



II 
II 
10 
II 



II 
11 
10 
II 



TAMLili l. ATgfxmtni; Angle d reduirtk 



Angle. 



9 



6 

2 

98 o 



01, oa 

6lyll 

61, ai 



T^g O CottDg. Dtf 



61^1 

|5i,5o 
61,60 
61,69 



Gbt. 



fl6'63 
66,5a 

66,91 



66,11 

06,00 

^% 
65,69 



to. 

II 

10 

19 

II 

10 

II 
10 
10 
II 



109 



Angle. 



Angle. 



98<» I 

9 



.99 



Tang D CotWig. 



69,08 
69,38 



Cot 



«5*% 

65,98 
65, 18 



.65,o8 



Tang. 



Ditf 



l 
5 



9 

I 

101 9 



Aogle. 



Aogle. 



99* » 

9 

3 

6 

2 

9 

100 o 



63,10 



Tang D Coung. 



63,9(i 
63,36 

63,66 



Gol. 



63,8 



Tang. 



Diff 



10 

10 

II 



lOO» I 



4O0« 



Angle. 
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TABLE n. 

etant les distiiDces x^nitales bbservdes. 

PDur r^duire I rhorizmi «n atigle obsenr^ daoB tin planinclini, prenet d^ns cbtre TaMis tin iio&ibre 
avac rargament aoo« — 4- Z') , et pius ua seoond nombre avtec rargument J^, ^ 

Pour rednire Tan^e borizontat 0u spb^riqae 1 Pangle des cordes, prenee dais la mteM T^ble un 
premier nombre ^v«c rargument (P +>) , et un second ayec rargument (P— P')- rvyez iovx. l, 
pag, 179. ; , I . 1 



6 

9 

ro 

if 

i3 



16 

so 



»3 



f6 



3f 
53 



l 



36 



00 



Diff 



o,ooa 
o,oot 

OyOOf 

0,009 



o,oo3 
Oyooi 
©,oo5 
0,000 



0,009 

«,OI« 
0,019 

o,oi4 



o,oi9 
o,oao 
ot,oa9 
o,oa4 



«,OM 

o,o3o 
o,o3l 
o,o3$ 
0,039 



0,060 

o' " 
oloTj 
•0,07« 



0,060 

:o,o«9 
0,099 

Tom. L 



••I' 

o,G8o 



0,700 
0,746 



0,760 



o|^ 
0,816 



o,63o 
0,888 



o,f)o3 
0,918 
0,933 
0,948 



0,979 
«,995 

l,OIf 



-i,ofo 

1,075 

«,09» 
1,107 

i,ia4 



r,i75 
r, 199 
r,M9 



Diff 



Diff 



•,49« 

a,5i7 



».694 

a,7ao 



a,85o 



^»»«77 
^904 

9,958 
»»985 



3,offi 
3,039 

3,ia3 



3,454 

3,179 
3,Q07 
3,a35 
3,a63 



3««9< 

3,3io 
3,34$ 



3a 



Diff 



5,588 
5,695 
5,669 

15? 



5,85i . 
5,889; 
5,9»7 I. 



%I90 




6,^ 



Dlff 



9.9»! 

9t965 
io,oi5 
io»o65 
10, I i5 



xo,i65 

10,9l5 

10,965 
fo,3i5 
10,365 



10,7^3 

«»♦774 
io,8a'i 
10,878 



10,930 

10,989 
i»,o34 
11,086 
ti,i38 



1,190 
1,949 



II, 

"ll{8 
11,401 



11454 

ii«56o 
114614 
ii«6fi8 



5« 



i5.6oo« 
i6,669' 
15,734; 



i5,848 
15,910 



16,935 
16,988- 
i6,35i 



16,606 

l6,6;0 



17,057 
17,199 
17,187 

I7,95a 
17,317 



17,389 
17,448 
I7,5i4 
l7,58o 
17,646 



17,719 

>7,9>2 
17,976 



Diff 



CentigT. 

■.i 



53 
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Diff 



1« 



Diff 



Diff 



3o 



Diff 



4o 



Diff 



5« 



56 



oo 



69 
70 



7» 

7? 



76 

?5 



81 

63 



88 



9» 



99 



0,104 
©,iog 
•,114 
0,110 
o,ia4 



o,i3o 
o,i36 

o. 



0,160 
o,t66 
0,113 
o,iSo 
0,187 



0,194 
o,aoi 
o,ao8 
o,ai5 
o,9aa 



0JM9 
o,a6i 



0,^69 

0,395 

o,3osi 



o,3ii 
o,3ao 

0,333 
0,347 



o,356 
0^365 

0,395 



0,445* 



o,5ii 
o,5o3 
0,533 



0,569 
.o,58i 

o^^ 
0,617 



1,996 
«,»97 



i,3i5 
1,333 
i,35i 

1,387 



i,5oi 
1,590 

1,559 
»,579 



1,599 

1,659 
1,^9 



I1699 
1,720 

1,769 
1,783 



1,955 

^977 
iflQQO 



9,091 

9,088 

9,iri 



9,157 

a,i8o 

9,9o3 
'9,996 



9,95o 

»,•98 
9,Sa9 



»,370 



3,589 
3,619 

3,7oa 



3,76» 

i:2r3. 

3,854 



3,885 
3,916 

3:978 
4,010 



,909 
,a34 



;33 



4,53o 
i ,563 

^,664 



,206 
,800 

4,835 



4,870 
i,9o5 
f,94o 
1,975 
,010 



5,116 
5,1 59 
5,188 



5,368 



m 

5,55i 



7,179 

?:J 

7:340 



7»8i6 
7,860 

7,99« 



8,o36 
8,o8t 
8,ia6 

8,9i6 

8,a6i 
8,3o6 
8,35i 



It 

8,58o 
8,6a6 
8,679 



8,718 

l:2?f 

8,858 
8,906 



8,g59 
8,999 

9, 

9,140 



9» '88 
9,936 

9,38o 



9,4^8- 

9,47« 

9»5a4 

9»57a 
9,ft« 



9,670 

9»7l9 
9,768 

f:§^ 



la,^ 
19,100 
I9,i55 

I9,9IO 



19,710 
19,766 



19,899 

",990 
13,047 



i3,ta4 
i3,i6i 
i3,ai8 

il:i3^ 



i3,38o 

;i:l 

r3,56i 
i3,6ao 



13,678 
i3,736 

\m 

t3,9fi 



>3,970 

::^ 

14,147 
14,906 



14,966 

;1:^ 



»4,563 
i-,fo3 



ii 

i5, 107 



i5,i68 
i5,aa9 

i5,4i4 



59 
1 

59 

5? 

60 
60 
60 
60 
60 
60 

60 

6t 
61 
61 
61 

61 

61 
61 
6a 
69 



18,043 
t8,ito 

;i:pi 

i8,3ii 



18,716 
18,990 

18,988 



»9,749 

i9,8f9 
«9,959 
90,099 



90,808 
90,880 
90,959 

91,168 
9t,a4o 

91,3l9 

ai,384 
ai,456 

91,599 

ai,6Mi 

31,695 
91,248 

9i,8ai 
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PREMIERE PARTIE- 

Pour r^duire k lliorizoii , le nombre tangente est positif , et le noubra coUogente n^tif . Cert le 

contraire ponr Tangle det cx^rdes. 

Argumenl^ jingle a reduire. 
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0,09 
Oyia 

Oy l5 

0,18 


00* 
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i3,^ 
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10 
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38 
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61, d6 
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10 
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ftO 

3o 
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10 

i^ 


fO 
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10 
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t 
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10 
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3o 
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56,« i 

^% 
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10 
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M 

3o 
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li 
n 
11 
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.99 
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t 

ao 

10 
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7:44 
7^47 
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t: 

ao 
10 

T^o 


to 

«• 

3o 

5o 


9,43 
9.47 
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9,5b' 


4'>.«8 

4f4o 
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10 

i3o 
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ao 

3o 

t 

60 


<i,75 
«i.79 
11,83 
11,87 


36,33 
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36,09 

35,73 


5o 

t 

ao 
10 

no 
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3^ 

t 

70 


11 
li 

l^ 

l^ 


:» 


»9.9» 
29« 6a 

»»»73 

39»5o 
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t 

ao 
10 

no 
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ao 
3o 

t 

41 


7,54 
7^57 
7,or 

.7»7C 
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5o 
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5i 
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9.«4 
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43,40 

43,a4 


do 

t 

ao 

19 
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3o 

t 

61 
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»>.S9 
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35, oa 
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i" 
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10 
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3o 

t 
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10 
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3o 
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1 


:l. 
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lO 
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TABLE IIL 



DEUXIEME PARTIE. 

Povr tedaire a lliorizon un angle observ^ dans nn plan incline, prene^s dans €e4te 
Table nn nombre avec rargument i8o*— *(J^+^0> P^^^ second nombre aTec 
rargumenlCJ^— J^O* (art. lag). 

Pour rdduire l'angle horizontal ou spb^rique ^ Fangle des eordes, prenez dans la 
mlme Table un premier nombre avec rargument nn second nombre 

avec Targument (P— Q), (art. i5o.) 
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0,009 

o,oo3 
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0,893 
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3,900 
3,959 
3,3o5 
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7,160 
7,937 
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19,699 


3i 

39 

33 


o,9o3 

0,917 
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0,944 
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1,869 
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4,891 
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i5,6i9 
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2 

9 

lO 
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0,010 
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0,<}9I 
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m 
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i3,oo5 
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36 


0,9^4 

o^3o5 
0,391 
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>,949 
«,990 
9,o3i 
9,073 
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W 
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19 

i3 

\i 


0,096 
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10,705 


i6,93a 
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>9 
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6,119 
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io,8g6 
10,909 
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39 
93 
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\Wi 
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5i 

59 

53 

li 
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6,477 
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11,677 
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18,274 


96 
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0,166 
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1,638 
1,675 
1,713 


i 


[,5o8 

1,570 
,G33 

1,759 
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.4.960 
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i5,3oo 
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56 

U 
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0,687 
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l;S2f 
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18,593 
18,64? 

18,9« 
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TABLE IV. . 

PJVEMIERB PARTIE. 
Ponr troayer rexces spfa^qne d'un triangle snr apo Grades.. 

Argumens. C6ti tt angle adjacent. 



a G. 


7000 


8000 


9000 


10000 


IIOOO 


I90O0 


i3ooo 


14000 


i5o(4 


[ O lOO 

\ ^ 

i l 


0,01 
0,01 

O,09 
0,09 

o>o3 


0,00 
0,01 
0^09 
0,09 
o,o3 
0,04 


0,00 
0,01 
0,09 
o,o3 
o,oi 
'o,o5 


0,00 

O,0t 

-0,09 
0,04 

o,o5 
0,06 


0,00 
0,01 
o,o3 
0,04 
0,00 
o,tf] 


0,00 
0,09 
0,04 

o,o5 
0,07 
«,09 


0,00 

0,09 

0,04 

0,06 , 

0,08 

o,ro 


0,00 

O,09' 

o,o5 
•0,07 
0,09 

0,19 


0,00 
o^o3 
Oyo6 
0,08 
0,11 
0,14 


z ^ 

9 91 

1 9^ . 


0,04 
0,04 

o,o5 
o,o5 

0,06 


o,o5 
o,o5 
0,06 
0,07 
0,08 


0,06 
0,07 
0,08 

0,10 


0,07 

0,09 
0,10 
0,11 
0,19 


0,09 
0,10 

0,I9 

o,i3 
o,i5 


0,10 

0,I9 
0,14 

^0,17 


0, la 
0,14 
0,17 
o,«9 

0,9T 


0,14 
0,17 

o>i9 
0,91 
0,94 


0,17 

o>*9 
0,99 
0,95 
0,97 


1 % 

i3 87 
li 86 
1 i5 85 


0,06 

0,07 
0,08 
0,08 
0,09 


0,08 

0,09 
0,10 
0,11 

0,TI 


0,11 
0,19: 
o,i3 
0,1 3. 
0,14 


o,i3 
o,i4 
0,16 

0,17 

0,18 


0, 16 
0,17 

0,19 
0,90 
0,99 


: 0,19 

- 0,9I 

- 0,9» 
0,94 
0,9^ 


0,99 

0,^4 

0,96 

o,q8 
o,3o 


0,96 
0,98 
o,3i 
0,33 
0,35 


04.10 
0,33 
35 
o,38 
0,40 


1 16 84 

1 17 ^ 
18 8a 

I 19 8> 

II ao 80 


•,09 

• 0,10 
0,10 

0,11 

0,11 


0,19 

o,i3 
o,i3 
0,14 
o,i5 


o,i5 
0,16 

0,I7 
0,18 
0,19 


0,19 

0,90 
0,91 ' 
0,99 
0,93 


0,93 
0,94 

0,95 
0,97 
0,98 


0,97 

o,3o 

0,39 

o;33 


0,39 

«.39 


0,4» 
0,45 


'4 

0,47 
o,5o 
0,59 


93 78 

a3 72 
1 ^ ?^ 


0,19 
0,19 
o,i3 
o,i3 
o,i4 


o,i5 
0,16 
0,17 
0,17 
0,18 


o,>9 
0,90 

0,91 
0,99 
0,99 


0,94 
0,95 
0,96 
0,97 
0,98 


0,99 

o,3o 

0,39 
0,33 

0,34 


0,35 
o,36 
•,38 
0,39 
0,40 


0,41 

0,4^ 
0,46 

0,47 


0,47 

0,49 
0,59 
0,53 
0,54 


1% 

,o,58 
0,69 


^ 74 

97 73 
1 28 79 

1 3o 70 


0,14 
o,ii 
o,i5 
o,i5 
0,16 


* 0,18 
0,19 
0,19 

0,90 
0,90 


0,93 
0,94 
0,94 
0,95 
.0,96 


0,99 
0,99 

o,3o 
o,3i 
0,39 


0,35 

o,36 

0,38 
0,38 


0,41 
0,49 
0,44 
0,45 
0,46 


o,48 
o,5o 
o,5t 

0,59 

0,54 


o,56 
o,58 

o,§9 
o,6t 

0,69 


. v% 

0,68 
0,70 
0,71 


1 3a 
1 33 67 
1 34 66 
1 35 65 


0,16 
0,16 
0,17 
0,17 
0,17 


0,91 
0,91 
0,99 
0,99 
0,99 


0,96 
0,97 
0,97 
0,98 
0,98 


0,39 
0,33 

0,34 
0,35 


0,39 
0,40 
0,41 

0,4« 
0,49 


o»<7 

o!49 
o,5q 
o,5o 


0,55 
o,56 

l\U 

0,59 


ojet 

o,69 
0,67 
0,69 


0,73 
0,75 
0,76 
0,77 
0,79 


1 36 64 
1 37 63 
1 38 6a 
1 39 61 

14^^ 


0,17 
0,18 
0,18 
0,18 
o,]8 


0,93 
0,93 
0,93 
0,9i 
0,94 


0,99 
0.99 

o,3o 
o,3o 
o,3o 


o,36 
0,36 
o,36 
0,37 
0,37 




o,5i 

0,59 

0,53 
0,53 
0,54 


0,60 
0,61 
0,69 
0,69 
0,63 


0,70 
0,7» 
o,7^> 

0,73 


0,80 
0,81 
0,89 
0,83 
o,84 


1 45 55 


0,18 

O119 
0,19 
0,19 
0,19 


0,94 
0,94 
0,95 
0,95 
0,95 


o,3o 
o,3i 
o,3i 
o,3r 
o,3i 


o,38 
o,38 
o,38 
0,39 
0,39 


0,46 
0,46 
o,46 
0,47 


0^5! 
0,55 
o,56 
o,56 


o,63 

ii\ 

o,65 
0,66 


0,74 
0,75 
0,75 
0,76 
0,76 


o,85 
0,86 
0,86 
0,87 
0,87 


1 46 54 

1 47 ^ 
1 4^ 59 
1 49 5i 
1 5o 5o 


Of>9 
0,19 
. 0,19 

0,19 
o,>9 


0,95 
0,95 
1 0,95 

1 


0,39 

0.39 

. 0,39 
0,39 

0,39 


0,39 
0,39 
0,39 
0,39 
0,39 


o>47 
o>47 
- 0,47 
0,47 
0,48 


o,56 
o,56 
' 0,5$ 
0,57 , 
o»57 


0,66 
o»66 
0,66 
0,66 
0,66 


0,7« 

0,77 

0,77 
0,77 
0,77 


0,88 
0,88 
0,88 
0,88 
0,88 



SUITE DE LA TABLE IV. 

DfetJlCfe]V& PARtlfi» 
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18000 


19000 
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a|aM 






3 9J 
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0,00 
o,o3. 
p,o6 

0,0Q' 

o,i3 
0,16 


0,00 
0,04 
0,07 
0, 11 
o,i4' 
0,18 


0,00 
o,oi 

0,08 

0, la 
0,16 

0,20: 


0,00 
-0,04 
0,00 
o,i3 
0,18 
o,aa 


0,00 
. o,o5 
0,10 
0, i5 
o,ao 
o,a5 


0,00 
o,o5 
0,10 
0,16 
o,aa 
0,27 


0,00 
0,06 
0, 121 
0,18 

o,a4 
o,3o 


0,00 
0,07 

o,i3 
o,ao 
o,a6 
o,3a 


OyOO 
0|07 

0^14 

o^ai 
0,28 
0,35 




7 9? 
8 

9 9> 

10 ' 96 


0,12 

0,125 

. o,3i 


o,ai 
o,a5 
o,a8 
o,3a 
0,35 


o,ai 
o,a8 
0,32 
0,35 
0,39 


o,a7 
o,3i 
0,35 

0,44 


o*M 
o,3g 
0,44 
. 0,49 


0,32 

o,38 
0,43 


0,36 

o,4i 

o,J7 

0,53^ 

0,59 


..o,'4? 
0,52 
o,58 
0,64 


o,Aa 

i:k 

Oy63 

0,70 




1% 8p 
i3 8j 

li i 


0,34 
0,37 

0,io 

o,i3 

- ^»4^ 


0,45 
o,i5 
0,48; 
o,5a 


•oTlf^ 

o»47 
o,5i 


0,48 

o,5a 
' o,56 
0,60 


6,53 
o,58 
o,6a 
0,67 
0,71 


o»5q 
o,6| 
0,69« 
0,74 
. 0,79 


0,64 
0,70 
0,75 

o,bt 

. 0,86 


•»70 

o,'83 
0,88 


0,80 
o,gg 
i,o3 




17 83 

18 8(1 

19 8t 
ao 86 


0.48 
o,5i 
0,54 
0,57 


0,55 
o,58 
0,61 
0,64 
0,67 


0,61 
o,65 
0,68 
0,72 
0,75 


0,68 
•,72 
0,76 
o,to 
, o,83 


0,76 
0,80 
0,84 
0,88 
o»9« 


o,83 
0,88 
0,93 
0,97 
.. 1,02 


o,9« 
0,97 
i,oa 
1,07 


1,00 
1,06 

I,U 

»»»7 

1,22 


1,09 
i,i5 
i,ai 

1,27 

1,33 




ni 79 

78 

a3" 7?. 

^ i 


o,6a 

.0,66 
0,69 
0,71 


0,70 
o,72 
0,75 
0,78 
. 0,80 


0,7* 
o,bi 

o,84 
0,87 
. o,9Q 


0,90 
0,93 
0,97 
. . 1,00 


0,96 

I,Od 

1,04 
1,07 
i,it 


i,oO 
i,i5 

.:;3 


»»'7 

"'^ 
t,3d 

1,34 


1,27 

t,3a 
1,37 
1,42 

1,47 


1,00 
1,55 
1,60 




a6 74 

*z 73 

a8 7» 

3n 70 


o»72 
•,73 

o»77 
o»79 
. o,8t 


o,83 
o,85 
0.87 
0,90 
0,9» 


.0,^ 
0,95 
0,98 

1,01 

. T,o3 


. i.iS 


1,14 
»,>7 
1,10 

i»^4 

^a. 


i,a6 
1,34 
1,33 

. ;:4l 


t,5o 
. 1.54 


i|55 


1,65 




33 67 
3I ^ 


oM 

0,90 


0,94 

0,98 

1,00 

. 1,01 


i,o5 
1,07 
i»o^ 

i,i3 


«.«} 


i,3o 
1,33 
1,35 
1,38 
1,40 


. 1,54 


t,6o 

. ..70 


«,7* 
1,75 

1,85 


i,»7 
1,9» 
1,95 
1.98 




36 64 

37 a 

3i (b 
?^ 

40 00 


0»8i 
o»9j 
o.9{ 


,,o3 
i,oi 
1,00 

1:3 


t.i5 

i)iJ 
i,ao 
i,at 


1,3» 
1,33 

.:35 


. ;;8 


•1 
i:^ 

. .,(55 


•.7» 

>.74- 
>.77 
>.7d 
1,81 


T.te 

1,9« 
1.93 

1,9^ 


a,o5 
a,o8 
9,10 






o»9^ 
o»92 
o»98 
o.9i 


»»09 
1,10 
i.it 
i.it 


i,aa 
i!a3 

i'al 
i,a6 


..36 

.i:g 


1,53 

•M 


1,68 
1,68 

>:^ 

1,71 


\» 


3,00 

a,ot 
a,o3 
a,o4 
. 2,o5 


a.»9 
i»,a3 




ii 


1,0<> 

1,06 
1,06 

1,00 
lyOt ' 


i,i3 
.,.3 
i.iS 
i,xS 


1,^7 
>.»7 


i|\ 

i»4* 


=1 

1,57 
1,57 


1,7» 
«.7} 
».7? 
1.7J 
>.73 


1,90 
1,90 
1,90 


a,o6 
2,07 
a,o2 
a,o8 
a,o8 


iM 
a,a5 

a,j6 
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Pour troQver lilezc^ sphenque 
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ArgumAxu : Cdtd €t angle adjacent. 
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G. 
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oQdoo 
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. ^ODOO 
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a 

3 

i 


100 

99 

1 


OyOO 

o,o8 
o,i5 
Oya3 
o,3f 
«,38 


OyOO 
0,08 
0,17 

Oya5 
0,33 
o,4a 


OyOO 

0,00 

0,18 

0,37 

t>,36 
0,45 


'O,oo" 
0,10 

0,19 

o.ao 

o',4i 


^,00 

0,10 
D,ai 

V, MM. 

J0>4i 
o,5a 


0,00 
10, 11 
10,33 

0,33 

v!^ 


10,00 

jO,I3 

S:^ 

«,59 


■«,00 1 
10, i3 < 
io,35 i 

«,38 r 

10, 5o ( 

H>,63 : 


o^ 
o»i3 

0^-36 

0.54 

0,67 « 


6 

l 

9 

lO 


9» 
9« 


4>.6l 

o,68 
0,76 


10, 5o 

co,66 
10,^4 
<o,8a 


.0,54 
(0,6a 
ro.*;! 

rO,8o 
•0,88 


fO,58 
(0,67 

fO,77 
10,60 
.0,95 


.o,(>a 
10,73 
io,8a 
10,93 
'i,oa 


:o:S 

'0»99 
i.og 


iO,7I 
0,83 
0,94 

i»o5 
»>i7 


i 

.1,00 1 

l.l> 

1,34 < 


0^93 
■yov 

IVI9 

i,Sa 


II 
la 
i3 

;i 


88 

u 

85 


o,83 
0,90 

1,04 
i,ii 


o»9o 
.0,98 
:i,o5 
.i,i3 
i,ai 


.0,97 

*i,o5 
'i.i4 
'i,aa 
'i,3o 


■d 

i.aa 
■i,3f 

•«.4» . 


1,13 

i,aa 
i,3i 


i,ao 
i,3o 
1,^ 
i,5o 
•1,60 


i,a8 

i»39. 
t,5o; 
•1,61 


\^ 


i 

i 


i«8a 

i»!)4 


i6 

:s 

19 
ao 


^ 
83 

8a 

8i 
8o 


1,18 
•i,a5 
•i,3a 
•1,38 


.i,a8 
.1,35 
.i,4a 

vM 


1,38 

1,61 
1,68 


1,48 

• * 
1,73 

1,81 


i.94 _ 


1,80 
1,89 

;:s 


ija 
i»9a 

3,03 
3,13 

•3,33 


•i>9i 

.^,o5 
:3, *S 
!3,a6 

•3,.?6 


( 


a,o6 ' 
a»«7 

3.te 

»^4o 

3,5l 


%i 
aa 
a3 


7t 


..:5s 

•i,6a 
•1,68 
«,73 


•1,63 
1^88 . 


•1 

i«8q 
a,oa 


i>89 

i>97 
i.oi 

1,11 
1,18 


^,oa 
.3, 10 
.a,i8 
.a,a6 
a,34 


3,17 

a,a5 

.3,34 

a,.)o 


3,3t 

A,4i 

a,58 


"^^>|6^ 

3,56 
a,G5 

>:S 


( 
{ 

\ 
l 
t 


3>63 

3,01 


-.6 




i,8o 
i»94 


'i>93 
i>99 
a,o5 
a,io 
a,i5 


a,o5 
a,i5 
a.ai 
a,a6 
a,3a 


a,a4 
a,3i 
a.37 
a,43 
a>49 


1:1 

3,01 

3,67 


3,58 
a>65 

3.73 

a»79 

3,^6 


a,75 
3<83 

3,o5 


a,93 
3,oa 
3,10 
3,18 
3,a5 


\ 
l 
1 


3,ti 
3,3o 
3,38 
3,46 1 


3i 
3a 

33 


G6 

65 


a,o3 
a,07 

a'i5 
a,i8 


a,ao 
a,a4 
a,a8 
a,33 
a,37 


a,i7 

1% 

a,5i 
a,55 


a,55 
a,6o 
3,65 
a,70 


3,73 

VM 

a,8o 

*>9t 


a,9« 

^9» 
3,o4 
3,10 
3,i5 


3,13 

i:S 

3,3i 
3*36 


3,38 ( 
3,ia J 
3,16 r 
3,5» 
3,58 


3:li H 
1;!; 1 


36 


6i 

Co 


a,aa 
a,a5 
a,a8 
a,3i 

a:33 


a,4o 
9>44 
3>47 

a,5a 


a,66 

a>69 
a,:a 


l'M 

a,86 
a,9o 


3,07 
3,11 
3,,4 


3,ao 

i:3i 

3,36 


1:1 

3,55 
3,59 


3,t>4 i 

P 

3,83 


3,f)8 

4,03 

4>07 


4' 

4a 
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a,36 
a,38 
a»39 

a>4i 
a,4a 


a,55 
a,57 
a,5p 
a,6i 
a,6a 


a,75 
a>77 
a,29 
a,di 
a,83 


a,96 
3,98 
3,00 
3,oa 


3,17 
3,ao 

3, -23 


l| 


3,6a 
3,65 
3/^ 

3,73 


3,86 
3,89 
. 3,9» 
3,9$ 

■ 
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,ao 

,33 


1 


5a 
5i 
So 


a,ii - 

a»44 

«»45 

^»45 

a,45 


a,63 

VM 

a,65 
. a,b5 


a,85 
a,86 
a,86 
a 86 


3,06 
3,07 
3,07 
3,07 


3, 38 

3,3o 
3,3o 
3,3o 


3,5i 
3,53 
3,53 
3,53 
3,51 


^77 
3>77 
. 3.77 


3,9» 
4>oo 
4,01 
4,oa 
4»oi ' 
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0,16 
o,3a 
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o,3o 
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o,i3 

0,30 

0,36 
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OyOO 
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0^14 
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10 ' 90 


0,19 

o,a5 
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. o,3i 


o,ai 
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0,33 
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""'^ 
0,38 

o,3a 

0,35 

o,3g 


0,37 
o,3i 
0,35 

0,44 


0,34 
0,39 
0,44 
o»49 


0,33 
o,38 
0,43 
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o,li 

oIm^ 

o,5g^ 


6,3q 
0,45 
0,53 
o,58 
0,64 


0,4» 

vh 
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0,34 
0,37 
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o,38 

-'11 
0.?« 

o,5a 


^f, 
0,47 

o,5i 
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0,60 
o,G4 


0,53 
o,58 
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0,71 
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0,74 
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0,81 
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0,88 


0,83 

o,8q 
o,g6 
i,o3 
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ao 00 


0.48 

r 0,5l 
1 0,54 
0,57 

o»59 


0,55 
o,58 
0,61 

«,64 
0,67 


0,^1 
o,65 
0,68 
0,7; 
0,75 


o,(» 

•,72 

0,76 
0,80 
. o,83 


0,76 
0,80 

vM 

0,9« 


o,83 
0,88 
0,93 
0,97 
. 1,09 


0,91 
0,97 
i,oa 
1,07 


1,00 
1,06 
I,ll 

1,33 


«,09 
1,15 
i,ai 

'S 


91 79 
aa. 7« 

1 i 


o,6a 

■0,66 

0,69 
0,71 


0,70 

o,:j 
o,:5 
0,38 
. 0,80 


0,78 
0,81 
0,84 
0,87 


0,90 
0,93 
0,97 
. . i,od 


0,98 

1,04 
1,07 
. 1,11 


i,oO 
-. 1,34 


i,3d 
1,34 


1,33 

1,37 

r 


i,5o 
\,6S 
1,60 


36 74 

59 

3o 70 


0,75 

0.77 
Oi79 
. o,tit 


o,83 
o,85 
0,87 
0,90 
0,9» 


O,C0 

0,95 
0,98 

1,01 
i,o3 


i,o3 
1,06 

;;1 

i,i3 


.,i4 

1,30 

— ^l- 


1,36 
i,3d 
1,33 


i,5o 

.1.54 


i'S 


1 


33 67. 


o,U 
o;85 

""'^ 
0,88 

0,90 


0,94 
0,96 

•,98 

1,00 
. 1,01 


1,0^ 
1,07 
i»o§ 

i,i3 


>»'7 
i,ao 

1,3} 


i,3o 
1,33 
1.35 
1,38 

i,4<i 


i,5i 
1,54 


1,60 

i,6j 
1,70 


1,75 

i,8a 
1,85 


1,98 
a,o3 


36 64 

37 63 

38 6a 

?^ t 
40 00 




i,oi 

l,oi 
1,00 

1,01 

1,08 


1,1^ 

i|iS 
i,ao 


1,38 

1,30 
i,3a 
1,33 
1,35 




;| 

. 1.65 


'.74^ 
>»77 
i,7d 
1,81 


1,88 
«.9J 
i»9j 
1,95 
1,9^ 


a,o5 
a,o8 
a,io 

a,i5 




0,96 

0,97 
o»98 
o,9i 
0,95 


1,10 
1,11 

I,U 


i,aa 
i,a3 

i,a6 


i,J6 

■s 


1,53 

;;a 


1,01 
1,6« 

1,71 


i,6i 

;:l^ 
;:S 


a,oo 
a,ot 
a,o3 
9,04 

. a,o5 


a,-n 


if 


i'^ 
i|oi 

lyOt 


i,i3 
i,i3 
i,i3 
i,i3 


i.^ 
i.>7 


«,4* 


1,5* 
1,57 
1,57 


1,73 

l'^3 
1,73 


;:^ 

1,90 
",90 
1,90 


a,c6 
a,o7 
a,o2 
9,08 
a,o8 


•■1 




SUITE DE LA TABLE IV, 

DEUXIEME PARTIE. 
Ponr trouTer Texces sph^ri<jne d'on triaogle soraoo Gradet. 
Argumens : CdU et angle adjacent. 


G. G. 


43000 


44009 


4£>ooo 


46000 


47000 


48000 


ioooo 


5ocioo 


5 1000 


100 

1 ^ 


0,00 
o,a3 

2;^ 

1.14 


0,01 
0,9^ 
0,4 
o>7 
o.d 


i 

2 

5 


0,00 
0,95 
o,5o 
0,75 

1,95 


0,00 
0,96 
0,59 
0,78 
1,04 
^,3o 


0,00 

•'P 

0,89 

]'M 


0,00 
0,98 

2;i2 

i,i3 

1,4^ 


0,00 
o,3o 
0,60 
0,80 
1,18 
1,47 


0,00 
o,3i 
0,69 

0,9; 
1,93 
t,54 


o,o< 

o,3; 
0,6. 
0,91 

1,6 


1 

i 

B 




6 94 

7 9^ 

8 9a 

9 91 

10 90 


1,36 
1,58 

«,89 
a,o3 
a,a4 


1,89 

9,19 

9,35 


1,9» 
9,99 

9,46 


1,56 
1,81 
9,07 

9,39 
9,57 


1,69 
9,18 


1,70 

».97 

1,95 
9,59 
9,80 


1,77 
9,06 
^.34 
9,63 


1,» 

9,li 
9,4/ 

3,o3 




«,9 

9,5 

3,i< 


I 

5 


11 8( 
13 81 

13 8; 

14 8< 


\ 
\ 


a,i5 


9,56 

9,60 

3,09 

3;^ 


9,6a 

3,16 

3,61 


9,81 
3,06 

3,3o 
3,54 
3,77 


2,94 

i;i 


3,06 

3,33 

3,85 
4,11 


};s 


' 3,39 
3,61 
3^90 

. 4. »8 

4,46 


k 


16 8i 

17 8: 

18 82 

19 8 
ao 8< 


1 

1 

i 
> 


3,5o 


3,66 
3,87 
4»07 


■J,83 


i 1 


4,88 
5,10 


i;g 


lyOS 
5,3o 


-4.73 
5,00 
5,96 
5,59 

5,77_ 


4,90 
5, 90 

5.74 
0.00 


ai 70 
78 

i i 


II 

4»96 


S,>4 

o.ao 
5,38 


i;S? 
i;il 


5,3o 
5,5o 


5,39 
5,69 

i:8 


5,55 

|S 

6,19 
6J0 


-p- 

6,01 
/5,93 

fl 


6,09 

6,96 

6,49 
622t_ 


6, «6 
6,5i 
6,75 

6,99 

7. M 


a6 74 

a8 79 

29 7» 

30 70 


5,^ 


5.54 

6,01 
6,i5 


5,80 

6l?3 
6,98 
6,43 


6,06 
6 93 

6,57 
6,79 


6,39 
6,Si 
6,68 
6,85 
7,09 


6,60 

6,79 
6,07 
7,i5 
7,39 


6,87 
7.02 . 

',;^ 


7. «6 

''?S 

7,36 
7.7^ 
7,94 


7,45 
7,66 

Z'" 


3a 6 

33 6< 

34 61 
3$ 61 




6,01 

6,i3 
6,95 
6,36 
6,47 


6,» 

II 

6,7 


1 

7 


6,58 

|24 

6,97 
7,09 


6,87 

7.05 
7,i5 
7,98 

7i4o 


7,18 
7,39 

7,47 
7,*o 

7,73 


'4 

2;^ 


7,80 

2:?f 
8,40 


8,19 

1;^ 


1 


i;S 

9,"< 


1 


36 6i 

37 6: 

38 & 

39 6 

40 6i 


f 

1 
1 


6,89 


6,88 
6,98 
7,07 

7,a3 


7,90 
7,3o 

;l 


7,63 
7,73 
7,89 
7,90 


7,85 

7,g6 

b 
8,35 


8,5i 
8,60 


8,53 

8,65 

8,67 

8,97 


8,88 
9.01 
9,i3 

r4 


9,^ 
9,37 
9,5o 
9,61 
9,7" 




a 5§ 

i ^ 

5 55 


6,97 
7,o3 

7,0Q 

7,i3 
7>»7 


7.36 

7,f<5 
Zl?« 


7,64 

7,70 
7,76 

7.85 


8,11 
8,16 

8,91 


- 8:33 

11 
8,57 




9,o5 
9. «3 

9.f 
9,3i 


9,43 

9,64 
9,70 


9,81 
9.89 
9r97 
10, o3 
10,09 




2 ^ 

9 5i 
S 5o 


7,ao 
7,93 

7,96 


7,54 
7.57 

7,60 


7,89 
7,9? 
7,94 

7,95 


$M 

8,3i 
8,3i 


8,61 
1:1 
f;g 


8,98 
9,01 

9,o3 
9.04 
9,o5 


9,38 

l;li 


9,74 

9,80 
9,81 

9,8a 


10, i3 
10, 16 
10,19 

IO,9l 
IO,9I 



SUIIE DE lA TABLE IV. 

OEUXIEME VAKim.. 
Pour tronver Texc^ spberiqoe d'uu triangle sur aoo Grades. 

ArgumeiM : C6l^ .et angU ad^acent. 





G. 


Smoo 


53ooo 


54000 


55ooo 


56mo 


57000 


58000 


59000 


60Q00 ■ 


c 
I 
a 
3 

\ 

C 

\ 

s 

10 


• 100 

9g 
c)5 


0,00 
0.67 

lyOO 

1,33 
1,66 


a,oo 

0,34 
0,69 

1,35 

1*73 

9,07 

vA 
3,41 


0,00 
0,36 
0,79 
1,08 
1,44 

ll79 

9,1? 

9,5o 
9,85 

3>>9 
3,5? 


o«oo 

0,37 
0,75 

1,19 

''^? 
1,00 


0,00 
0,39 

0,77 
1, 16 
1,54 
1,9* 


•,oo 

0,40 

o,bo 

I,90 
1,60 
9,00 


0,00 
0,49 
o,83 

a,o7 


0,00 

0,43 

0,88 
1»^ 
1,7; 
o,«4 


0,00 1 

oAi 1 
1 

>,77 1 

9,91 f 


I 9' 
90 


i>!)9 

9,39 
9,64 

3,98 


9,23 

1% 

3,67 


9,3l 

V% 

\i\ 


3,94 


3,98 
4,08 


9,56 

11 

4,29 


9,65 1 

3,08 1 

3,59 1 
1 

4,37 1 


11 89 

12 88 

13 87 
li ^ 
.i2 85 


3,60 
3,91 
4,29 

4,89 


\A 

4,38 

4»70 
5,oi 


3 


,»8 
,99 
.55 
.88 

S90 


4,09 

f37 

5,o(> 
5,39 


t 


*5<) 


4,39^ 

4,70 

5,02 

5,43 
5.79 


1:1 

5,69 
6,00 


1:1^ 

6,31 


1*79 1 

5,90 ■ 

5,61 1 

6,09 1 

6,4» 1 


19 83 
18 82 
r9 81 
90 80 


5,19 

;§ 

6,94 


■ 5,3i 
5,61 
5,91 

6,IQ 

6,4» 


"5,39 

5,83 
6,14 

6,73 


6,o5 
6,36 
6,68 

i5 
6,98 


♦>i9^ 
6,97 
6,66 
6,99 
7,^4 


.6, i5 
6,5o 
6,84 

7, «7 
7,5o 


6,36 
6,79 
7,08 

^»76 
8,10 

«,74 

9»?i 

9,34 


f;! 


6,Ki 1 
7'?! 1 

'•S 1 
l'f 1 

8«3i 1 


»1 79 

92 78 

93 77 

,94 7« 
aS 75 


6,5i 

«»77 
7,09 

7,5i 


(>,Gl 
«,87 

]'M 

7,80 


7,3o 
8,10 


7.^8 
8,40 


■ §;S 

¥ 

8,71 


2,«9 

8,i3 

%■» 

9,oa 


8,3 

«,7 
.9,0 
9,3 
9»^ 


8 
1 

7 


8,60 1 
9^35 1 

10,00 n 


-96 74 
92 73 

98 79 

99 7« 

3o 70 


7»:1 

8, 18 

«,39 

8,59 


8,04 

8,5o 
8,79 
8,9« 


8,35 
8,59 
8,89 
9,o5 
9,»<> 


8,65 
«>9i 

9,6' 


8,98 
9»»i 

9>49 
9,73 
9.9^ 


9,3o 

10,08 
10,39 


9»03 

9,9« 
10,18 
10,44 
10,69 


9,96 
10,95 
>o,53 . 
10,80 
11,06 


iQ,3i 11 
10,60 II 

■0,89 1 

11,44 11 


3i (io 

39 ^ 

^ 67 

34 66 

35 65 


8,78 

8»97 
9» »4 

9.46 


9,3i 
9»^ 

9,85 


9,47 

tk 

10, o3 
10,90 


i ,89 

10, o3 
10,99 

10, 58 


10,19 
10, io 
10,60 
10,79 
«o,97 


10,55 

10, 72 

10, 

tj,i8 
M,37 


»0,93 
tj,i5 
",37 
",57 
",77 


11, 3i 
N,54 
11,77 

N,9| 

ia,i8 


",69 1 
11,94 1 

1^,39 1 


•i 
3 


G 61 

7 63 

8 69 
k) 61 
b 60 


9,75 

9>87 
10,00 
10, io 


9199 

10, 19 
10,96 

io,38 


io,36 
io,5i 
10, 65 
10,77 
10,89 


10,73 
10,90 
11, oi 
11,18 
II, 3o 


11,19 

II, 3o 
11,45 

11,59 
11,71 


11,54 
\\% 

19,00 
19, l3 


t«,95 

10,19 
19,98 


19,37 
vi,55 

119,86 

i3,oo 


i3,3o 1 

13:44 n 




i 

5 55 


10, 'JO 

10,98 
io,3f> 


10,59 
10,68 

Wjl 

10,89 


11,00 
11,10 
11, t8 
11,95 
11, 3i 


11, |i 
11, 5i 
11,59 
11,67 
11,71 


11,83 
"1,93 

19, 09 
19,10 
19, 16 


1J,95 

19,36 

vs 

19, Go 


19,68 

>^,79 
",89 

i3|oi 


i3,i3 
13.^ 
13,34 

'M^ 
13, 5o 


i3,58 1 
13,89 1 
i3,8o 1 
i3,88 

13.96 J 


43 59 
4q 5i 
& 5o 


10,53 
10,57 
10,59 
10,61 
10,69 


«».94 
«0,98 
11,01 
11, q3 
&i,o3 


11,36 

"1 

11,45 
11,45 


ii|^§ 
11,85 
11,87 
11,88 


19,29 
19,96 
13,99 
19, 3l 
19, 3l 


19,66 
19,70 
10,73 
19,75 
19,76 


i3,ii 
i3, i5 
i3,i8 

l3,90 
l3,9l 


i3,56 
1^61 
i3;65 
i3,66 
13,67 


i< 
ii 
i< 
li 


i.os y 
fl 



Digitized by VjOO^I 



TABLE V- 

DEUXIEME PARTIE- 
Poar trottver rexc^s spheriqae exprime ea secondes centesimales» 
Argpmens : Base hauteur des triangles. 


BASE. 


HAUTECR. 




1000 


1 aooo 


3000 


4000 


5ooo 


6000 


7000 


8000 


9000 


lOOOO 


aooo 
3ooo 
4ooo 
dooo 


©•007 

o,oi5 
o,oa3 
o,o3i 
o,o39 


0*0 1 5 
o,o34 
o,oi7 
o,o6a 
0,078 


o«oa3 
0,047 
0,070 
0,094 
0,117 


o*o3i 

o,ooa 
0,094 
o,ia5 
; o,i57 


o^o^ 

0,070 

0,117 

o,i52 
o,ig6 


o^o^? 
0,094 

0,188 
0)^35 


o«o54 

o:J^ 

0,219 
0,274 


o*o6a 
0, ia5 
0,188 
o,a5i 
o,3i4 


0*0^0 
0. lai 

0,2T2 
0,282 
0.353 


©•ojS 

o!235 
'o,3i4 
o,39a 


ISooo 

2000 

Sooo 
c,ooo 

lOOOO 


o,o54 
Oyo6a 
0,070 
0,078 


0,094 
•,iog 
o,fa5 
0,141 
0,137 


O^lS 

o,aia 
o,a35 


0,188 
o,ai9 
o,a5i 
o,a8a 
o,3i4 


0,235 
0,274 
o,3i4 
0,353 
0,392 


o,a8a 

o,37§ 
0,423 
0,471 


0,3OJ 
0!^ 


0,376 

0,|37 

o,5oo 
0,563 
o,6a8 


o,1qi 
o,56a 
o,633 
0,706 


o^Ss 
o,6a4 
0,700 
0,785 


IIOOO 
I9000 

i3ooo 
liooo 
idooo 


0,086 

0,1 oa 
0,109 
0,117 


0,1^3 
0,188 
o,ao4 

v:j^ 


o'2^ 

o,aoa 
o,3o6 

V^ 


0,345 

0,370 

, oll^ 


0,431 

0,47» 
o,5io 

0)5^ 


o,5i8 
0,565 
o,6ia 
0,6^ 
0,706 


o.65q 

o^Teo 
0*824 


ol7§3 
0,816 
0,879 
0,94» 


v.m 

0,918 

<^#9g9 
1,060 


o,863 
0,949 

I,090 

i»099 
1,178 


16000 
17000 
i»ooo 
T9000 
aoooQ 


0,1 a5 
o,i33 
0,141 

o,i57 


o,a5i 
o,a67 
o,a8a 
0,298 
o,3i4 


0,376 
0,^00 
o,4a4 

0,447 
0,471 


o,5oa 

vM 

0,596 

o,6a8 


«'^ 
0,007 

o,7|6 
0,786 


0,753 
0,801 

0,865 
o,94« 


0,954 

?:2§ 

»•«99 


ojSj 
o,i3i 

o|2§6 


r,i3o 

1^,201 

••!? 


1,256 

1.335 
«.414 

1,57« 
i»6&" 

Ia727 

•tfl» 


aiooo 
aaooo 
33ooo 
ajooo 
aSooo 


0,164 
o,i7a 
0,180 
0,188 
0,196 


ol^ 
0,376' 
0,392 


0,494 
o,5t8 

0)5^ 
o,588 


o,659 
0,691 
. o,7aa 
0,753 
0,785 


o,903 

p,94> 
0,981 


c 


[,o83 
i,i3o 
r,«77 


i,i54 


1,382 

1*444 
1,507 
1,570 


''^ 


36000 
ajooo 

3(HX)0 


o,ao4 
o,aia 
o,aao 


o,i')8 
0*471 


0,612 
o,636 

0,706 


0,816 
. 0,848 
0,879 
0,9" 
0,94* 




r,o20 
r,o6o 

1,178 




,aa4 
1,272 

i,4>3 


ii 


«»og6 
•»759 
1,821 

i,M4 


1,838 

1,900 

«»979 

•fOfe 

a,i20 


a.o4» 
a, lao 

».«».) 

- i:m 


3iooo 
3aooo 
53ooo 
34000 
36ooo 


o,ai3 
o,a5i 
o,a5p 
o,a6^ 
0,274 


o,486 
o,5o» 
o,5i8 

0,549 


0,730 
0,753 

0,777 
0,801 

o,8a4 


i 


t,oo5 
r,o36 
1,068 




■:^ 
!:M 




i',6ak 
>.649 


»»7?4. 

1,860 


i>947 
2,010 

i:^ 

».'99 


2,101 
9» 161 
2,33* 


vM 

a,670 
a.749 


3G000 
37000 
38000 
39000 
40000 


Oyatia 
o,a9o 

o,3o6 
o,3i4 


o,565 
o,58i 
o,M 
0,612 
0,628 


0,848 
0,871 
0,895 
0,918 




[,i3o 
i,i6a 

i,a25 
rlaSe 




i| 

r|570 




1:^ 


V^ 

a,o88 
>.i44 


2,261 
2,di3 

.":^ 

a.H27 


a,6i< 
a685 
a,256 
2,827 


a,8a7 
a,9o5 

3,i4' 


41000 
laooo 


o,3aa 
0,337 
0J353 


ojpa 
0,678 
0,691 
0,707 


o,gg6 

i,oi3 
i,o36 
1,060 




r,288 

!;fg 

r,38a 
,4«3 




r,6To 

;:^ 

r,7a7 
r,767 


j 

: 


»»979 
1,026 
1,073 
1,120 


a,4«9 
a,474 


|,o39 
3^1 10 
3,180 


3,990 


Z^^ooo 
£>ooo 


o'Mii 

0,369 

o,H 

o,39a 


o,7|f 
0,753 
0,760 
0,785 


i,o83 
1,107 
i,i3o 
1,15} 
1,178 




'# 

i,5o7 

1,570 




1,806" 
»,<P3 


2,l6j 

a,26i 
- a|35? 


- a|s»3 
a,638 


2,ik)0 

s:iS 


•"3,2^1 
3,32a 


3'&^ 

3l9»7 



Jbm. L 



TABLE VL 

Pour la redactiba des Angle» ta phm des Cordes» 
ArgameiM : (P+P') et (P— P'). 



Sofnme ou differmee des distanees en metres des deux signaux obser^es^ 

Ifota* La rMictioB crt Miu^ cn weeomk» centMiulei. 



en mitretk 




iP 

en 


m^tret. 




en nitret. 




(Pdt/0 

' en xnfettc»» 




(P±:i>0 
en miticf. 




oooo 
looo 
aooo 
3boo 
iooo 
5ooo 


0,000 

0,000 
0,rOO 
0,000 
0,000 




1000 
9000 
3ooo 

ioOO 


0,095 

0,096 
0,097 
0,098 

o,o3o 
o,o3i 


80000 
81000 
89000 
83ooo 
8iooo 
83000 


0, lOi 

o,ioi 

• 0,106 

0,109 

0,111 


I9O0OO' 
I99000 

I93ooo 

19iooO 
tlDOOO 


0,999 
0, 996 

0,99Q 
0,933 
0,937 
Oj94i 


t^oooo 

169000 
i63ooo 
i6iooo 
i6$ooo 


0,. 

o,j 

0,i 

0,. 
0,^ 

O.i 


loo w 
o5 11 

^i5 II 


6000 
2000 
8000 
9000 
10000 


0,001 
0,001 
0,001 
0,001 
0,001 




6000 
7000 

tooo 


o,o33 
o,n34 
o,a35 

0,03^ 


86000 
8^000 
80000 
89000 
90000 


0, ii4 
0,117 
0,119 

0,199 
0,195 


196000 
197000 

190000 

199000 
i3oooo 


0,945 

0,957 
0,961 


' i6dooo 
167000 
i6teoo 
169000 
170000 


0,i95 » 

o^3o 11 
0,435 I 

®'*fe 1 
0,446 1 


I30O0 

i3ooo 
liooo . 
i5ooo 


0,009 
0^009 

o,oo3 
o,oo3 
o,oo3i 


5iooo 

59000 

53ooo 
5iooo 
55ooo 


0,040 

o,oa3 
o,o45 
0,046 


91000 - 

93000 
94000 
95000 


0, 198 

o,i3i 
. o,i33 
o,i36 

0,139. 


i3iooo 

t39000 

l33ooo 

UAOOO 

i35ooo 


0,965 
o,a6o 
0,973 
0,977 
0,981 


179000 
173000 
174000 
175000 


II 

o'fci 1 


16000 
17000 

lOOOO 
19000 

aoooo 


0,004 
o,oo4 

o|ooS 
0,006 


Btiooo 
57000 
5teoo 
59000 
60000 


0,043 
0,000 
o,o59 

i:^ 


96000 
97000 

OllnnA 
99000 
lUOOOO 


•■•;| 

9,i5i 

0,154 


tS6ooo 

i3gooo 
140000 


o,985 

0,994 
o,gj 
o^3o9 


176000 
177000 

170000 
lOOOOO 




91000 

MOOO 

aSooo ■ 

!i|ooo 

^dooo 


0,007 
0,007 
> 0,009 
0,009 
0,00^ 


61000 
69000 
63oao 
64000 
65ooo 


o,o57 
o,o59 
0,061 
o,a63 
o,o65 


101 000 

1O9O0O 

io3ooo 
loiooo 
loiooo 


0,157 
0, 160 
0, 164 
0,167 
0,170 


liiooo 
149000 
liSooo 
liiooo 


o,3o7 
o,3ii 
o,3i5 
0,390 
0,394 


i8jooo 
189000 
loSooo 
i^ooo 

idSoOO 


o,5o5 II 
OfSii ll 
o,5i6 i| 

Oj59^ 11 

. 0,598 II 


atiooo 
97000 
98000 
99000 
3oooo 


o,oio> 
' 0,011 
0,019 
o,oi3 
o,oi4 


G6000 
68000 

69000 

70000 


0,067 
0,069. 
0,071 
0,073 
0,076 


106000 
107000 
100000 
109000 

IIOOOO 


0,173 
0,177 

o,iSo 

0,187 


147000 
|i8uoo 
ijgooo 
i5oooo 


vM 

o,338 


ifl6ooo 
187000 
188000 
189000 
190000 


oio 1 

0)551 
0,557 


3iooo 
Siooo 

33000 

35ooo 


o,oiS 
0,016 
0,017 
o,ot» 

o,oig 


71000 
79000 
73oao 
74000 
75000 


0,028 
0,000 
0,089 
o,<^ 
0,087 


IIIOOO 
1I9000 

ii3ooo 
iiiooo 

1I3000 


0,190 
0,193 

'97 

0,900 

0,904 


t5iooo 

|59000 

i53ooo 
I 54000 
i55ooo 


0,359 
o,356 
o,36i 
0,366 
0,370 


191000 
ig^ooo 

T^SO^IO 
'^OOO 


o,563 

tM 

0,586 


3O000 
3-000 
3oooo 
39000 

^OfAtO 


0,090 
• 0,09I • 
0,099 
0,093 
0,095 


76000 
7JOOO 


o,o»9 
0,091 


T16000 
II7000 
I 10000 
I 19000 

190000 


0,907 

0,9JI 
0,9l5 
0,9l8 
0,999 


]56ooo 

15*7000 

i5oooo 


0, 375 
o,38o 
0,385 

0,395 


196000 
197000 

r^dooo 
«99000 
aooooo 


o,6o5 
o,6ii 
o,6f7 




)ooo 
woo 


'^*^ 

0,099 


159000 
160000 



TABLE yU. Grades de Lon^tude terrestre dans le Sph^roidei en supposant raplatbaement de 



Utit. 

"gT" 



(lo longitade. 



l 
9 

10 



II 

12 

i3 

\i 



i6 
ao 



2l 



Diff^renoe 



M&trei. 



iooi49,4 
1001^7, I 
100100,3 
10003)5,9 
9b95^,« 

99304,3 
a3,a 



98666,8 
9^385,8 
98080,6 
97751,3 
9?39S,i 



970ao,<j 
9(x,i6,9 

957^5,8 




M. 



ia,3 
36,8 

85,Q 
110,5 

i83,9 
908,1 

a33,6 
a56,a 

a8i,o 
3o5,!i 

377,a 
401,0 

i34,a 

5i8,j 



Latit. 



de longitade. 



G. 



a5 
a6 

n 



3i 
3a 
33 



1?- 



Diififmce. 



Miiret. 



9a5e6,A 
9iq55,8 
9f3aa,6 



88566,4 




81106, a 



7ma,3 
78050, 9 
77260,1 
76a5o ,i 



75aai,3 
7|i73,8, 
73io8,o- 
71034, ot 
70933,1 



M. 



6fo,6 

m,% 

678,0 
700,3 
733,3 

85o,5 

891,6 
911,9 
93^>,i 
95i,8 
97N4 
99o>« 
1010,0 
1038)8 

1084,0 

iiot,9 



Latit. 



0RADS8. 
de loagitade. 



6a 

63 



jL 



Dtffi^ience. 



M^tret. 




57701 ,0 
564P7.4 
55099,1 
5*777^1 
53441,7 



^*^'8 



M. 




1119,5 
m36,8 
ii53,8 
1170,7 

1310,3 

1^4,9 
1356,1 
i365,a 
"79.9 

l333,0 

i335,4 
i348,6 

i36i,3 

f4o«»9 
j4»9,9 

1440,9 
i45j^. 



01LAJ>B8 

de longitude. 



76 



81 
8a 
83. 



91 

9? 



99 
100 



Diffi^oe 



M&tres. 



384a3,4 
36Q6a,5 
35593,0 
34014,3 

3io3i,6 



538,5 

■ 1;6 



ai 



,v3 
18830,3 
17^,6 
i57ia,6 



i4i5a,6 
i3589,o 

11033,3 



63o^,3 

i?ii;« 

1577,4 



M. 



TABLE yin. Grades de Latitnde terrestre dans le Sph^roide, en snppobant Faplatissement de 



LMk. 



GRAOES 

de fatitude. 



Diffnwiiefl Lattt. 



Mitrei. 



M. 



G. 



CKiLDES ■ 

de Utitude. 



TliflfttwMirn 



Mi^tres. 



M. 



GHADES 

de latittide. 



DifSNoeMe. 



Mitres. 



M. 



GRADES 

de latitude. 



Difle'rfsuce 



M^tret. 



M. 




I 
9 
3 

i 

i 

9 

TO 
ll 

19 
i3 

12 

»9 

90 



99^^.5 

99^3,8 
99555,1 
99556,9 
99559,0 




99681,3 

99591,1 
99597,« 



9?5'o,j 

995»?,? 
99^5 

9?g3 



D,0 



ai 

23 
33 



99660,3 

".;J 

>9 



0,4 

:;1 

';» 
3,0 

li! 

5,1 
5,6 

6,7 

S)o> 
8,» 
8,6i 

8,31 

9i<5« 
*9i9 



35 

36 



3i 

33 

99 

U 



f9 

g97o8',6 

997 '9,4 
99730,5 

^J74i 



99753,5 
997«5,3 



39 



»»■4.9 



995^;'2 

99922'» 

9WPo,o^ 
999^4,0 
999:8,« 
9999?,» 
iooooO,9 



10,3 

io»5 
10,8 

11,1 

it,8 

13,3 
13,5 
13,7 

i3,i 
]3,a 

\H 

i3,6 

:i;X 

i3,4> 
i3,9 
14,0 
14,0 



5d 
5i 

57 

53 



&6 



61 
63 

63 
64 
65 



6i> 

69 
70 



7« 

'1 

1 




00090,3 
ooio3,Q 
00117,0 

100l3l,3 

00144,6 



00157,9 
00171,0 
00164,0 
00196,8 

ooao9,4 



0033I,7 
00333,9 
00345,0 
00357,5 
00369^0 



00380,3 
00391,1 

oo3oi,7 
oo3id,o 
oo333,o 



I1|,0 

14,0 
i3,9 
i3,9 
i3,7 

i3,. 
i3,o 
ia»8 

13,6 
13,3 
13,3 
13, O 

11,3 
10,0 

10,6 
10,3 
10,0 



76 



81 

83 
83 



OO330,O 

oo33fe,7 
00341,1 
oo35o, I 
oo35B,8 
00367,3 



00375, f 
oo3d3,7 

00408, 3 



8<i 

«9 



9« 
9? 





1:1 
i;i 

•7.9 
7.6 



6,1 
5,6 
5,a 

t* 
3,9 

3.« 

a,6 

*'2 
j,8 

>,3 



TABLE IX. 

y d^signe It rajon de conrbiire du m^ridien k la latitude Hj^ et N celui de Tarc perpendicnlaire. On a 

tn outre log P= - / ct IogF=-s-: — 

Cette Table est calcuUe pour rapIatiMcment -^, qai parait conTenir ila France« 



Argam. 
Latitude H. 


Lo«y- 


Diff. com. 


Log Fac. P. 


Log N. 


DilF. com. 


Log Fact. F. 1 


45^* o 
5o 

46 o 
5o 


6,8o34r^a 


563 
566 

567 
568 

570 

57. 
570 

570 

570 
56^ 
569 


9,ooo58oA 
9,ooo5a3Q 

Q. 000^6^5 

9,0004109 


6,8061044 
6,8061333 
6,«So6i4i9 
6,8061609 


188 
187 
190 

188 

«89 
189 


2»9977757 1 
8,997:569 

8f9977"9« 


47 o 
5o 

48 o 
5o 


. 6,8o35a59 
6,8o35^7 
6,8o363u6 
6,8o3G^ 


9,0003542 

QjOOOaiol 

9,0001837 


6,8061707 
6,8or>i9g6 
6,8063176 
6,^o63i65 


8.QQ76635 
8,99Wfi 


49 

5o 

56 o 
5o 


6,8037534 
&,8o38ioi 
6,8o38674 
6,8o39ai4 


9,0001367 
9,0000698 

0,0000137 

«»9999557 


6,8063555 
6,8063745 
6,8063935 
6,8o63i25 


190 

»9«> 
■90 
190 


8.c»45866 

8,9975676 


5t o 

5o 

& 


6,803981^ 
6,8oi|o384 
6, 8oaoc)5j 
6,8o4i5aa 


8.000^ 40 

8,9g97*:9 


6,8o633t5 
6,8o63 06 
6,^o636g6 
6,8oei38fe 


190 
»9» 

:^ 


8,997^86 

5» 99:5^ 

o,9g^5io5 
8»99749»S 


53 o 
5o 

54 o 
5o 




06^7 
[37«9 


568 


8,999fM4 
8,999^2^77 




•89 


t'9974m 
8,997i5i4 




567 

S64 

563 
56i 
56i 

557 

556 
554 
55a 

55o - 


0,8061363 
6,8064453 
6,co(i464o 




55 o 
5o 

56 o 
5o 


1:« 

6,8oi 
6,80^ 


4353 
4016 


8,S6933i| 
8,9993763 


6,Po64839 
6,80^0017 
6,8o653o3 
6,8065390 


188 

186 
1^7 

186 

185 
i85 
184 

i83 


|»997|598 
8.99734" 


57 
5o 

58 
5o 




65g5 
7131 


8,9993306 
8,999»^ 

8>9^o544 


6,8065576 
6,8065761 
6,^066946 
6«^o6^ 


8,d973»»5 
f,997% 

8,997^67« 


59 
. 5o 

60 
5o 






8,998»9«>3 
8,99883tei 


6,8o663i3 


8,997«ia5 
8,997>9f4 


6,804 
6,80 

6.8o2 


8807 

9808 




t83 
180 
i8t 













TABLE X. 

Valeurs du fiicteur e* cos* H. 
Aplatbsement, -^. 



€• cos* H. 





Log. 


45** o 

I 

a 
3 

i 


7,80(564 
7,80547 
7,80430 
7,8o3i3 
7,80195 
7,boo77 


6 

i 

9 

46 o 


7*79959 

7»:97i9 
7»;902« 
7» 79480 


I 
3 

i 


7» 793^0 
7,79^2 
7»79««8 
7,78997 
7,78i»74 


6 

i 

, 9 


7.7875« 
7*78508 
7,78259 


I- 

a 

3 

i 


7,78134 
7,78009 
7,77884 

7,777f 
7,7763« 


6 

l 

„ 9 
48 o 


7,77506 
' 7,77379 
7f77^J 
7,7;.«a5 

7,:^7 


3 

J 


7,76868 
7,76740 

7'76^". 
7'7^i8i 
7,7(i35i 


G 
9 

49 


7'^6too 



d. 1. 



117 

117 

\\l 

118 
118 

I90 

lao 
118 
lai 

iM 

lao 
laa 
121 
ia3 

laa 

1!k3 

ia3 

iq5 

105 
ia5 
136 
laG 

ia6 

137 

.'^ 

ia8 
lag 
i3o 
i3o 

i3o 

i3i 

i3i 

l33 
l32 



Nombres. 



0,006^068 
0,006^895 
0,0063733 
0,006:^553 
o,oo6338o 
o,oo633o8 



o,oo63o36 
o,oo6a863 
0,0063689 
0,0063517 
0,0063345 



0)0063173 
0,0063001 
0,0061838 
0,0061655 
.0,0061481 



o,oo6i3o8 
o,oo6ii35 
0,0060963 
0,0060789 
o,oo6oviio 



0,00603 
0,0060095 
0,0069931 
0,0059747 



0,0059574 
0,0059400 
0,0059337 
o,oo5^o54 



0,0058706 
o,oo58533 
o, 0058350 
o,oo58i8o 
o,oo58oii 



0,0057837 
0,0057663 
0,0057480 
0,0057015 
0,0057141 



d. n. 



74 

73 
73 

74 

73 

H 

73 
75 
73 

7- 
74 

74 
74 
74 
74 



Latitude. 



49 o 
I 
a 
3 



6 

l 

5o o 



5t o 



6 

i 



- 9 

53 o 



6 

l 

9 

53 o 



Log. 



7)75430 
7,75396 
7,75ib3 
7,75039 





7.735a6 
7,73386 
7,73347 
7,73»o7 
7,7» 



7,73835 
7,73683 
7,73543 
a3gQ 



7,733; 



7,73n3 

7,71970 
7,71835 



7',7»5: 




7,7o656 
7,:o5o7 

7,70359 
7,70309 
7,700^9 



C08« H. 



d. 1. 



Kombres. 



o,oo57jii 

0)0056793 
o,oo56Diq 
0,0056445 
0,0056371 



o,oo56o92 
0,0055933 
o,oo5524q 
0,0055575 
o, 0055401 





o,oo538^ 
o,oo5366i 



0,0053487 
o,oo533i3 
o,oo53i3q 
0,0053965 
0,0053791 



0,0053617 

0,0053444 
0,0053370 
0,0063096 
0,0061933 



o,oo5i74q 
0,0051675 

OyOOSl^Oi 

0,006133$ 
o,oo5io54 



o,oo5o88i 

0,005070J 

o, 0060534 
o,oo5o36o 
0,0060187 



Tom. L 



g 



SUITE DE lA TABLE X. 

T«}aur5 du £actemr cos* K. 

ApIatiMcneiir, tJ^. 



Latitude. 



5»« • 

I 

9 

3 



54 



l 

9 



55 o 



i 
3 

i, 



6 

l 

55 t 



t 
a 

i 



6 

87 o 




7,68970 
7,67913 
7,677S»S 





7t' 

7I' 

7J«34i 





e* co»* H. 



fl. 1. 



i5o 

i5o 
i5o 
i5i 
t5a 
i5a 

i53 

t53 
i53 

tli 

i55 

i55 
i56 
,57 
157 

157 

i5S 
■58 
160 
»59 

160 

i6t 
161 
i6t 
169 

i63 

i63 
i€ 

i€ 
idH 

i65 

1O6 
1O6 

167 

169 
170 



0,0050187 
o,oo5ooi4 
0,00^9841 

O,ooJg608 
09^49393 



'1 

3 

;oo4863i 
0,0048457 



o. 
o 

0,0*h 



0,0048985 

o,ooii8ii3 

o>H'94o 
0,0047767 
0,0047595 



O,0Oi 




0,0« 


0,00- 
0,00^ 
0,00^ 








0,00^41 




d. n. 



173 

«73 
"7f 

«73 
173 

«74 

173 
172 
179 
174 

179 

179 

"73 
173 
179 

179 

179 
179 
173 
171 

179 

179 
179 

>7« 
179 

179 

171 
171 
171 
171 

170 

»7« 
171 

>7» 
171 



170 
170 
170 
170 



Latitade. 



. o 
57 o 

I 



6 
i 

58 o 



I 
9 

3 

i 



6 
l 

5g o 



60 o 



6 

2 



^ 9 
6t o 



,63066 



,63f5r 



,69639 



,69f 10 

»61934 



,61758 
,6i58i 

,61047 



.60868 



,^397 

,6oi|6 



,594*5 
,59930 



.5S99 



,58iit 
,57999 

»?7739 



57l6t 



56389 



«» cos* H. 



170 

«7« 
t7i 
179 

»7J 
173 

173 



176 
176 

177 

m 

»79 
«79 

:2? 

i8t 
181 

189 

i83 
i83 
i83 
186 

186 

186 
186 

187 

* 188 

«»9 

>yo 
«90 

«9« 

19; 

'93 
>94 



NoMbres. 



0,0043316 
o,oo^3i46 

o,ooi9r)76 
0,0043806 
0,0049632- 
0,0049468 





o,ooio6i{ 

o,oo-<>447 
o,oo< ^79 
o,ooi 01 ic 
o,oo%945 



o, 
o 



7» 

10 

,oo3944i 
0,0039978 
0,0039111 



o,oo»943 
0,0038778 
o,oo38eii3 

o><»g4i7 
o, 0038981 



o,oo38f 16 
0,0037^1 
0,0037785 
0,0037090 
o,Qo37456 



0,0037991 

®»^2';7 
o,oo3Gg69 



170 

170 

170 

1^9 
'69 



169 

«^ 

168 
168 
168 
«69 

168 

167 
168 
168 

m 

167 

16B 
166 
166 
167 

166 

166 
166 

i65 

i65 
i56 
i65 
>6f 

i65 



Digitized by 



toogl( 



^BLE XL (Apladssexnenty ~). 



e* cot*-iL 




H, 


Log da facteur 


o« 


39na _ t 


Laiinide. 


400 ^* *^ i 
' (1— e*siR*H)' 


36*. 

3 

i 


5,oolk>o39 

5,O9T00M 

5,0010093 
5,00101 la 


6 
l 

O 

36 ? 


5,ooToi3o 
5,0010149 

5,ooToi86 
5,0010204 


I 
a 

3 


5,ooToa23 
5,ooioaii 

5,0010278 
5,0010297 


6 
l 

37 


5,oeio3i5 
5,0010334 
5,ooTo35a 
5,0010371 
5, 0010369 


^ I 
a 

3' 


5,ooToio8 
5,ooioia2 
5,ooio44d 
5,ooio!6i 
5,00104^9 


6 
l 

38 


5,ooio5o9 
5,ooio5at 
5,ooio54o 
5,ooio5^ 
5,0010577 


I 

a 
3 

i 


5yOoio5g6 
5,ooio6i5 
5,0010634 
5,00106^ 
5,0010673 


6 

> 


5,0010691 
5,0010710 

5 001 

5,0010710 
5,0010768 




5,0010-782 

5,0010000 
5 00108^ 
5,0010845 
5,0010864 




5,ooto883 
5,0010908 
5,001092^ , 
5,oot09^ 
5^0010961 



iS 

18 
18 
18 

>9 
18 

\% 
11 

»9 
18 

\% 

•9' 

ifr 

.'3 

>9 

«9 

«9 
»9 

;§ 
»9 

'9 
"9 
»9 
>9 

19 

'9 

a<> 

«9 
>9 

»9 

>9 
ao 

»J 
'9 

'"9* 
ao 

>9 
ao 

>9 



«•cos*H. 



o,oo43a55 
0,00^3171 
o,ooi3o82 
•,00^ 3oo3 
0,0043919 



OyOo4a835 

OyOO^ \V1%1 

o,oo4aD66 
0,00^ a58a 
o,oo4a497 



OyOoiaJia 
o,oo< «337 
o,oa aaia 
o^oo^ 2157 
0,0043073 



0,0^41986 

0,OOilIQOI 

0,001 ;i8i5 
•,0« 1730 
0,0041644 



o,oo4i558 
OfOOf 114-3 
o,oo4i:}85 
OyOOi 1399 
o,oo4i3ia 



0,0041136 

o,oo«iio3o 
o,oaoQ53 
0,00^ iOo65 
0,0040779 



0,00^0693 
o,oo<|u6o4 
o,ooj|o5i7 
0,00*0439 
0,0040343 



0,0040354 

0,00^10167 
o,oof 0079 

OV0039990 

0,0039903 



0,0039816 

o><*o39:36 
0,0039638 
0,0039550 
0,0039461 



0,0039373 
0,0039384 
0,0039195 
0,0039106 
0,0039017 



83 




SUITE DE LA TABLE XI. 



H, 

,ou 
Latitade. 


Log du faciear 
^ira I 


^~ (,^. 


■ 

sin» H) * 


4o I 
a 

o 
5 


5,0010980 
5,0010999 

5,001 lOlQ 

5,ootio39 
5,001 io58 


6 

1 
o 

4t o 


5,0011077 
5,0011097 
5,0011110 
5,001 ii36 
5,ooi 1 i55 


1 

a 

3 

i 


5,001117! 
5,001119^ 
5,ooiiaii 
5,001 ia3i 
5,ootia5^ 




G 

2 

o 

4^ o 


5,ooii37i 
5,001 ivyA 
5,ooii3iS 
5,ooii333 
5,ooii35a 


I 

a 


5,0011372 
5«ooii39i 

5,00lliil 

5,ooiia3o 
5« 00 II 


6 

2 

O 

43 o 


5,0011^70 
5,0011 a^p 

5,0011310 

5,001 i53o 
5,ooii55o 


I 


5,0011570 
5yOo:i5<|D 
5,0911610 
5,001 163|> 
5,001 i65b 


l 

o 

44 o 


5,0011670 
5,0011690 
5,0011710 
5,0011730 
5,001 1750. 


1 

3 


5,0011770 
5,0011290 
5,oaii8io 
5,ouii8io * 
5,ooii85b 


2 

45 o 


5,oou87p 
5,oou8gp 
5,0011910 
5,ooii93b 
5,0011951 



BJiU. 



>9 

»9 

20 

19 

'JO 

«9 
aj 

»9 
ao 

19 

20 

19 

ao 
ao 
ao 

ao 

30 

«9 
30 

«9 

30 

>9 
30 

19 

ao 



30 
30 
30 

ao 



30 
30 

30 
ao 



ao 
ao 

30 
3U 



30 
30 
30 
30 

30 

30 
30 
30 

ai 



e* coft' H. 



0,0038937 
o,oo38S39 
0,0038749 
o,oo3866o 
0,0038570 



o,on3848i 
o,oo38J9i 
o,oo383oi 

0,Oo383I3 

o,'ou33t3a 



o,oo38o33 
0,0037943 
o,ou3^853 
0,0037761 
0,0037671 



0,0037581 
0,0037^91 
0,0037400 
0,0037^09 
0,0037319 



0,0037138 
0,0037037 
o,o-i3- 1)4^ 
o,oo306j5 
0,0036764 



0,0036673 
o,oo36583 
o,oo36i ,1 
0,0036400 
o,oo36Jo8 



o,Qo363i7 
o,oo36i35 
o,oo36o34 
o,oo35c)43 
o,oo35^5o 



0,0035759 
o, 0035667 
0,0035575 
o,oo35483 
0,0035391 



o,oo353fj9 
0,0035307 
o,oo35i i5 
o,oo35o33 ' 
0,0034931 



o,oo3j[S38 , 
0,003474^ , 
o,oo3l654 ' 
o,oo3a56i , 
0,0034469 ' 



90 
88 
9« 
»9 

89 

90 
90 
^9 
90 

90 
90 
90 
9» 
90 

90 
90 
«9 
91 
90 

9« 

9» 
9» 
9' 
9« 

91 
9« 
9« 
9« 
9^ 

9« 
9» 
9« 
9^ 
9» 

9" 

9^ 
93 
9» 
9» 

9» 
92 
9^ 
9» 
9a 

93 

9» 

9? 
93 
9» 



H, 
oa 
Latitude. 



45»! 
3 



6 

2 

4? o 



48 



■ 2 

, 9 
49 o 



6 

2 

5o <^ 



Log da factear 



— ^ 
00 



(i— «« sin* H; 



5,00 
5,00 
5,001 
5,001 
5,00 



5,00 
5,00 

5,00! 

5,00 
5,001 



5,001 
5,001 
5,00 
5,00 

5,00! 



5,00 
5,00 
5,00 
5,00 
5,00 



5,001 
5,001 
5,00 
5,00 
5,00 



5,00 
5,00 
5,00 
5,00 
5,00 



5,00 

5,00 
5,00 
5,00 



5,00! 

5,00 

5,OQ 

5,00 
5,00 



5,00 
5,001 
5,001 

5,00! 

5,00 



5,001 
5,00 
5,00 
5,00 
5,00 



'97« 
»99« 

301 1 
3o3l 
3o53 



3073 
3093 
31 12 
3l33 
3l53 



3173 
3193 
33l3 
3333 
3354 



174 
195 



337 
33< 

3375 
3355 
«355 



3375 
3395 
3416 
3436 
3457 



2)77 

35?8 
3538 
3558 



3578 

2619 
2639 
3660 



3680 
2701 
2731 
3743 

37()3 



3885 
3905 
3935 
39^6 
3906 



>9 

"9 
30 
30 

31 

ao 
ao 
30 

30 

ao 
ao 
ao 
ai 

30 
31 



ai 

30 
30 

ao 
ao 
ao 

21 
30 
31 



ai 
»0 

30 

30 

ao 
ao 

31 

30 
ai 

30 

31 

ao 

31 

ao 
ai 
ao 
ai 
a>) 
ai 

ao 
ao 
ao 
an 
ao 



e* coa* H. 



o,oo3i326 
0,0034304 
o,oo3ii9i 
0,003^098 
0^0034006 



0,003391 3 
o,oo3383o 
0,0033738 
o,oo33035 
o,oo3354a 



o, 00334 4d 
o,oo33356 
ol,oo33363 
0,0033170 
o,oo33o77 



0,0033984 
0,0033891 
0,0032798 
o,oo3a^o4 
o,oo3aoit 



o,oo3a5i8 
o,oo3a425 
o,oo3233i 
o,oo33338 
0,0033145 



o,oo3ao5i 
o,oo3iq58 
o,oo3i864 
0,0031771 
0,0031678 



o,oo3i584 
o,oo3i4ji 
u,oo3i397 
o,oo3i3o4 
o,oo3iaio 



o,oo3ii in 
O,oo3to33 
o,oo3oo3o 
o,oo3o3i6 
o,oo3o74« 



O,oo3o64g 
o,ocv3o55S 
o,ooio46a 
o, oo3oo68 
o,oo3oa74 



o,oo3oi8i 
O,oo3oo8n 
0,0029994 
0,003 
o.ooa 



93 

9» 
93 
93 

93 
93 

H 
93 

93 

I 

93 

93 
94 

9i 
93 

94 
9* 



CjOogTe 
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IITE DE LA TABLE XL 



e» co«« H. 



Diff. 



H, 

on 
Latitnde. 



Log. da liBcteiir 
400 



(i— «• 8in»H)* 



Diff. 



e* cot* H. 



029610 
i38 



»57 
64 

:o 

T" 



55^1 
3 



56 o 



6 

2 

- 9 

57 o 



6 

2 

58 o 



5,ooi^ooa 
5,ooidoQa 
5,ooido4a 
5yOoiAooa 
5,ooi4o8a 



5^001^101 

5,QOIAia3 

5,ooiii^a 
5,ooi4ioa 
5,0014182 



5,OOL 

5,001 
5,001, 
5,001 
5,001 



ao2 

i28a 



'5,ooi^3oa 
5,ooi43aa 
5,0014342 
5,0014362 
5,0014382 





5,ooii6oi 
5,0014620 
5,ooiA6io 
5,0014600 
5,ooi468o 



5,001^699 
5,001^719 
5>ooi473{$ 
5,0014758 
5,ooi4777 





90 
ao 
20 
20 

20 
20 
20 
20 
20 

20 

ao 
20 
20 
20 



20 
20 
20 
20 



20 

20 
20 
20 

90 
20 
20 
20 

>9 
20 

>9 
20 
20 
ao 

>9 
20 

'9 
ao 

"9 

20 

»9 
20 

"9 
20 



20 
20 
»9 





0,002^129 
0,0024037 
o,oo23q4$ 
b,oo238$4 
0,0023762 



0,0023670 
0,0023578 
0,0023487 
0,0023395 
o,oo233o4 



0,00232l3 

o,ocali2i 
o,oo23o3o 

O,0022Q3q 

0,0022840 



0,0092757 
0,0022666 

0,00225n5 
0,00224od 
0^0022^94 



O,00223o3 

0,0022212 

0,00^2121 
0,0022032 
0,002IQ4i 



O,002l85l 

0,0021761 

OyOO^lOJt 

o,oo2i58f 
0,0021491 



0,0021400 

0,002l3ll 
0,0021221 
O,0O91l32 

o,oo2io4a 




TABLE XIL 

Arcs du meridian^ degres de latitude et degres des paralleles^ pour raplalissement 

o,oo524 = x5ii cn melres. 

(Extrait de la Base du Systime mitrique dicimaU ) 



Latit. 


Atc$ 
do 
meridien. 


«• 

1 

3 

3 

i 


000000,0 

3311^3,5 

33i7i6,o 


9 

lO 


063451,5 

^636, 3 
905331, 

ii'o5d3i,6 


11 
13 
i3 

'A 


1316438,6 
13370^3,6 

1658933,8 


i6 

\l 

«9 

30 


IaD03J0f 
3?oi?82l7 

3113377,7 


31 
93 

a3 


3333980, tt 
343iogD,4 

3655 167,3 
3765933,4 


11 


»9^79!! 

3309095,9 
33i99a7»9 




ii 

33 

33 
35 


34307^6,3 
3d4io4i,3 
3653533,9 
3763433,0 
3^4^38,5 


4o 1 


4439190,3 


4' 
43 

43 

1 


454o3i5,8 
465i359,o 
4763333,8 
4673404,5 
4y845o5,i 



de 
Laiuade. 



110571,4 
110573,1 
110573,4 
110575,4 
iio5^8,o 
iio5oi,3 
iio585, I 
110589, 6 

ito594,2 
110600,6 
110607,0 
110614,0 
110631,6 
110630,9 
iio638,7 
110646,0 
110658, o 
110668,4 
110679,5 
iio69i>o 
110703,1 
110715,6 
110736,7 
110743,3 
110756, f 
110770,5 
iioj85,| 

110816^1 
iio833,o 
110848,3 

110881,8 
110899,0 
110916,5 
ii<^4,9 
110953,1 
110970,1 
U09fe,$ 
iiioo6,g 
111035,5 

iiip44f> 
111063,9 
111081, 
iiiioo, 



DiiFer 



o»7 

5,6 

1'^ 
3,9 

ii 

5,8 
a,4 
7.0 

8,8 
9,3 
10,0 

10,5 
11,0 

13>5 

i3,i 
i3,5 

1. 



Degrct 
des 
Parali^Jes. 



11^377,5 
111360,8 

llI3IO,3 

111136,1 
111008,3 
110856, 7 



110671,0 
110453,5 

IIQ30I,7 
109916,3 

109597, 8 



100346,0 
108861,1 
108443.3 

«07992,« 
107509,3 




«03939,7 

103331, & 

103483, r 
101711,5 
100910,0 




80171,7 



DifiWr. 



i5i!? 

184,8 

35i,8 
385,4 
3i8,S 
35i,8 

384,9 

483, a 

oi6, 1 
548,5 
560,0 
613,8 

676,5 

73«,5 
770,6 
801,5 
833,1 
863,8 
893,6 

9",9 
95o,5 

98",7 
1010,8 

1096,3 
1134,3 

ii5i,7 
1179,0 
i3o5,6 

1333,3 

1358,3 

1384,0 
i3o9,4 
1334,3 
1359,1 



Latit. 



fe 



5i 

53 

53 



Mi 

«7 
68 

«9 



7' 



?5 



^i 
83 
83 

l\ 



Arcs 

du 
meridicn. 



5306763,9 
5317930,0 
5439096,0 
5540390,7 



565i5o|,o 

^Ma54,3 
669(65 40,5 



6307844^ 
63i9i66,3 
643o5o5,3 
6541861,3 
5653334, 




7331^03, 7 
7^383,6 

^61^3^3,8 

77g7^>3 
78^34,0 

8103401,9 
831.3697,0 
8335 573,^ 




bC)Q5303,6 

9ro683i,8 
9318466,3 
933oio5,4 
9i4'748,4 

pi«347|2 
10000000,0 



Degnv 
de 
LatUude. 



11565, I 
11575,3 
"584,7 

11593,7 
11603,0 
11609,7 
1161 



1163! 



4 

T 1630,3 

I&I 

it643!o 
11646,3 
11649,0 
ii6'5i,o 
11653, 3 
11 653,0 



Diff. 



8,8 
8,8 

1:^ 

8,5 
8,3 

2'» 

8,0 

7.« 
7.3 

6,0 
5,8 
5,3 



1 

9,8 
9,3 
>i7 

0,6 

9i5 

3,3 

7,7 

l\\ 

5,8 

1:! 

'*7 
3,0 
1,3 
«.7 



Degrcff 
det 
Panlleles. 



78813,6 
77439,6 
76033,8 
74593,6 
73i3q,6 
71664,1 

70166,5 
g647,4 

6^5^13 
63g65,3 

6074^,5 
59103,7 

57448,8 

]4o83,5 
53374,0 
6S%.3 



7153,4 



J3599,4 
|t8or,8 

|9f)9J[,3 
38i(8,4 



363i3,b 



37003,0. 
a5iu9,3 
33307,8 
a»^>99,3 
»9384.0 



i24(>3,8 
15536,3 

'36o4,7 
11669,1- 

97^>8 



^^8*5 

0000,0 
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Remarques sur la formation de la Table XIJ precedente. 



La leconde colonne de cette Xable r^ulie de la derniire formule de raniclc i8i , et la 3* colonne se compose des 
diiFerences premiires des noinbres de la colonne precedente. Ces differences peuvent s-^obtenir directement par la formule 
de la page agS, ligne 19. 

Les degres des paralUles ont calcules k Taide d^une formule analogue & celle donndc & la fin de rarticle 190, pour 
^Taluerlcs grades de longitnde, dans Phypothise de d'aplatissement. 

B, M. Delambre a en outrc publi<$, dans lc 3« volume de la Base du Systeme metrigue, une Table des arcs en 
toises , et des latitudes de leurs «xtr<^mitcs, k Taide de laquelle on troUTe la latitude des difiercns points de la meridicnne 
de Dnnierque, et qui n^est assuj^tie k aucune hypotb^ d'aplatissement , mais qui satisfait compUtement k rensemble des 
obsenrations , ainsi que je Tai dejk dit la suite de la Table des mati^res , page xx. 

Afin de mieux fixer les id^s k cet ^ard, reprenons la fonnule de rartide 177, exprimanCune relation entre la longueur 
d^nn arc et les latitndes de ses extr^mitcs, savoir : 



-rf = ilf ( JSf' — J50 sin i'' + titt (fl' — cos (fl' + £0 + ^ »m 2 (fl^ - 



.fl)cosa(fl'+fl)-f- Qsin3(ff'— fl)qo8 3(ff'+i%* 

-f- ..: 



el snpposont qne les coefficiens M, N, P, Q. . .. qni »ont des fonctions explicites des demi-axes dcla terre, et de son 
aplatissement, dans le cas de TeUipsoide de r^olution, soient g^n^ralement des constantes inconoues qu^il failie dt^terminer 
par Ja condition que Tarc A et les latitndes H, H* de ses points extr^es , aient precis^ment les valeurs donnees par les 
obserrationis) on anra, en employant les quatre arcs mesnr^s en France et exprim^ en toises {yoyez pag. a44 du tom. II de 
cet OnTiage) , qnatre ^ations entre J/, iV, desqnelles on tirera ais^ent 

^ = 3348538 sin ^''(iSP— fl)-f- laiSogS sin (JST— JH) cos(£P+j5r)-^4i798 sin ^(fl'— i?)cosafia'-hfl) 

4- i4i587,5 sin 3 (fl'— fl) cos 3 (fl'4-fl). 

C^est pr^is^ment cette demi^ formnle, employ^ comme inojen d'interpolation , qui a serri li M. Deiambre ponr 
d^cenniner les positions g^ograpbiqnes des diiFifrens points dc son grand resean, et qni represente exactement les arcs ter- 
restres et les latitudes; avantage qu^on n^obtiendrait pas, dit cecd^bre astronome^ quelle que rbypoth^ d^aplatisse- 
ment qu'on choistc. {^Base du Sjrst^me m^trique, tom. III 9 pag- 96)« 



Suppl4ment aux EB.RATA du i*^ et du volume. 

J»ai terminc le second volnme de cet Ouvrage par nn pareU SuppWmenij mais un nouvel examen du texte m'a fait 
encoie d^convrir qnelques fautes d^impresaion qne je signale ici, quoiqu^elles soientbien peu importanies. 

TOME I. 

page ai 1 9 ligne g et 10 en remonunt , — dB^y dB , lisez -|- dB", -f- dB 

TOME n. 

PagiB 60, ligne 8 en remontant , IVclipse, lisez 1'ellipse 
97, ii,cosi(P4-i'),^M«cos}(P'+i'; 
188, 3, cos (« — /*), lisez coB{n^l) 
ibid,, 7 en remonunt, C , lisez C 

a39, ligne dcmi^rc, des formules (If) (m% lisez dc la formule (/') 

- ds* ,. ds» 
a97> '"■3r»^««*'»3JI 



PIN DU TOME PREMIER. 



AVIS AU RELIEUR. 



Les Tabves GtOD^SH^UES, au iMMiibre de i^, doivent etre inises immediateDQient a 
la suite du texte du volume, et les Tables ASTitommqvts y qcd. sont au nonAjre 
de 19, doiveat ^tre plaeees de meme a k snite du texte du volunse. 

Les planches, se composant de 1 1 pour le tome 1«^, et de 2 pour le tome second, 
fe melteat a la fin de chaque Yokuue* 
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